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主题名称 函数曲线的凹凸性 相关知识点 凹凸性、二阶导数 

所属课程 高等数学 授课时长 1 学时，45 分钟 

授课对象 大一经济类专业 教学资源 多媒体 

参考教材 

章节位置 

《高等数学及其应用》第二版 

第 4 章 中值定理与导数的应用 

      4.5 节 凹凸性与函数作图 

学情分析 

本课的教学对象是经济类专业大一年级，教学班级规模 130 人。本次教学在导

数学习之后，此时学生对各类函数的性质有了较好的理解。但由于各地区的教育差异

及学生文理科的不同，导致学生的基础参差不齐，部分同学对数学有很好的兴趣，能

积极探索问题本质及归纳结题技巧；但部分同学数学基础能力较弱，对抽象概念的理

解不到位，缺乏对纯数学概念的学习兴趣。 

本节讲述的凹凸性结合前面学习的函数的单调性、奇偶性等性质及极值、最值等

特殊值，可以使我们对函数的认识更加精确，对于描绘函数的图形有很大的作用。 

教学目标    

知识技能目标 

(1)通过抽象曲线凹凸性的定义，了解凹凸性的背景，建构其认知基础； 

(2)通过几何直观体会凹凸性概念的基本思想，从而理解掌握判别凹凸性的几何

法，并能用代数法判定凹凸性； 

(3)通过定理的证明培养学生知识迁移的能力，以及观察、比较、抽象、概括的

能力。 

数学方法目标 

通过问题驱动式的启发教学以及凹凸性的对比讲解，探究体会曲线凹凸性的几

何判定法和代数判定法中所蕴含的数形结合、形象思维与逻辑思维相结合的数学思

想方法。 

情感态度目标 

(1)通过生活实际问题引入曲线凹凸性，让学生认识到数学在实用性方面的力量，

感受到数学在哪里，美就在哪里； 
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(2)通过几何直观抽象概括出凹凸性的概念及其判别法，培养学生勇于探索新知

的科学态度，从而激发学生学习数学的兴趣。 

教学重点 

理解掌握凹凸性的判别方法：利用二阶导数的符号判别曲线凹凸性。 

教学难点   

凹凸性概念的抽象过程、利用二阶导数判定凹凸性的几何解释和定理证明。 

预习任务 

函数的单调性反映在图形上，就是曲线的上升或下降。但是，曲线在上升或下降

的过程中，还有一个弯曲方向的问题，即凹凸性。曲线凹凸性是函数图形又一重要性

态特征，是导数性质的具体应用，对加深理解曲线的几何性质，进一步理解导数的概

念及性质有着重要的意义。具体预习任务： 

(1)初步了解函数曲线的凹凸性与拐点的定义。 

(2)结合单调性，探索凹凸性的判定定理与二阶导数符号情况。 

教学内容与过程（六个步骤） 

一、创设情境，兴趣导入（2 分钟） 

通过赛车手视频和河流、港珠澳大桥等这些生动的实例引导学生注意到画面中

勾勒出的线条，将其抽象为曲线 ABC，放入直角坐标系中分析。显然，曲线 AB 和

BC都是单调递增的，但它们单调递增的弯曲方式有所不同。这说明：仅用单调性来

描述曲线的性态是不够的，需要进一步去考察曲线的弯曲方向。 

曲线 AB是向上鼓鼓的，称它是上凸的，简称凸的；曲线 BC是向下鼓鼓的，称

其是上凹的，简称凹的。 

 

设计意图：  

创设问题情境，反映数学的应用价值，体会数学无处不在。结合形象思维与逻辑
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思维，如利用典型的象形文字“凸”和“凹”形容曲线的弯曲方向，培养学生兴趣，激发

学习热情。  

二、几何分析，归纳方法（3 分钟） 

将曲线 ABC以 B为分割点分成两部分，观察曲线的凹与凸特征。 

1.观察弦与弧的位置关系 

如果曲线上任意两点连线的弦总在所相应弧的上方，那么称曲线是凹的；如果

曲线上任意两点连线的弦总在所相应弧的下方，那么称曲线是凸的。 

     

   

2.观察曲线与切线的位置关系 

假设曲线在所考虑区间上任一点的切线均存在。如果曲线上任意一点的切线均

在曲线的下方，那么曲线是凹的；如果切线均在曲线的上方，那么曲线是凸的。 

  

例 1：判定 y=x3 的凹凸性。 

利用凹凸性的以上两种特征，结合图形，得出结论。 

设计意图：  

通过几何直观和对比观察研究，引导学生探索曲线凹凸性的特征，建构凹凸性

的认知基础。但是以上方法确具有局限性（需要曲线已知的情况下），若函数曲线不

确定，该如何描绘其凹凸性呢？从而引出下面问题。 
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三、数形结合，概念讲授（5 分钟） 

【问题提出】如何用数学语言来定义曲线的凹凸性呢？ 

  

【概念探索】设曲线解析式为 ( )y f x=  ，在曲线上任取两点 A、B，得弦 AB。设 A、

B两点的横坐标分别是 1 2x x、  ，在 x轴上取 1 2x x、 的中点。对比两张图可以发现，如果

曲线是凹的，那么 C点总在 D点的下方；如果曲线是凸的，C点总在 D点的上方。

启发学生通过 C点和 D点的位置关系来判别凹凸性。而 C点和 D点的横坐标相同，

因此可以通过 C点和 D点纵坐标的大小关系判别凹凸性。由此可以得到曲线凹凸性

的定义。 

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
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定义：设 在区间 上连续，如果对 上任意两点 , 恒有

      (1) 那么称 在 上的图形是(向上)凹的；

      (2) 那么称 在 上的图形是(向上)凸的.

 

例 1：判定 y=x3 的凹凸性。 

     引导学生通过定义，作差比较法来解答，即通过比较曲线上任意两点中点的

函数值与这两点函数值的平均值的大小来判别。 

设计意图：  

通过对比观察分析，并结合凹凸曲线的几何特征归纳出曲线凹凸性的定义，渗透

数形结合思想。 

四、连续启发，层层推进（10 分钟） 

【问题提出】于一些比较复杂的函数，利用定义去判别凹凸性在计算时往往会出现困

难或麻烦，需要寻求更加有效的方法来判别。需要进一步考察曲线的切线。 

【思考】如果曲线是凹的，随着自变量 x的增大，切线的斜率会有什么样的变化呢？ 

 观察呈凸型的曲线的切线 
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切点横坐标增大切线斜率减小导函数单调递减 0)(  xf  

同理，观察呈凹型的曲线的切线，可得 

切点横坐标增大切线斜率增大导函数单调递增 0)(  xf  

【思考】对比观察切线，逐层发问，采用连续启发式教学进行推导，激发学生兴

趣。 

问题提出：能否根据函数的二阶导数的符号来判定函数所对应的曲线的凹凸性呢？ 

凹凸性定理： 

  ( ) ( [ , ] ) ,  ( , )  

  ( ) 0, ( , ) ,  ( )  [ , ] 

  ( ) 0, ( , ) ,  ( )  [ , ] 

f x C a b a b

f x x a b y f x a b

f x x a b y f x a b



   =

   =

设 在 内具有一阶和二阶导数,那么 

若 则曲线 在 上是凹的;

若 则曲线 在 上是凸的。  

证明定理： 引导学生利用泰勒公式证明上述定理。 

【教学小结】二阶导数大于等于零，这让我们联想到正能量，此时就会出现笑脸 ，

所以曲线是凹的；二阶导数小于等于零，就会让我们联想到负能量，此时就会出现哭

脸 ，所以曲线是凸的。另一方面，付(负)出(凸)必有回报(即若函数的二阶导数为负

值，则函数曲线是凸的)。 

例 1：判定 y=x3 的凹凸性。 

     利用定理，即通过判别二阶导数的符号来解答。 

设计意图： 

(1)通过证明定理，训练和培养学生的逻辑思维能力，使学生寻找新旧知识之间的联

系，从而能够更好地理解定理，并形成言之有理，论证有据，治学严谨的素养。 

(2)利用笑脸和哭脸来联想记忆结论，从而将形象思维与逻辑思维相结合。 

五、拓展深化，强化训练（22 分钟） 

拐点定义及求法 

定义 设曲线 y=f(x)在点(x0,f(x0)) 处有穿过曲线的切线，且在切点两侧附近曲线凹凸
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性不同，这时称点(x0,f(x0))为曲线 y=f(x)的拐点。或者连续曲线上凹弧和凸弧分界点

称为拐点。 

例 2  判断曲线 xy sin= 在 )2,0(  内的凹凸性。 

解：因为 xy cos= ， xy sin−= . 所以，在 ),0(  上 0y ，在 )2,(  上 0y , 

则曲线 xy sin= 在 ),0(  上是凸的，在 )2,(  上是凹的。 

注：这个结论和通过曲线凹凸性的定义和图像观察出的结果是一致的。 

例 3  判断 3y x= 的凹凸性。 

解：   当 0x  时，
2

-
3

1

3
y x = ，

5
-
3

2

9
y x = − ， =0x 是不可导点， y， y均不存在。 

但在 ( ,0)− 内， 0y  ，曲线在 ( ,0− 上是凹的； 

在 (0 + )， 内， 0y  ，曲线在0 + )， 上是凸的； 

注意：点 (0, )0 是曲线
3y x= 的凹凸弧的分界点，即拐点。 

求法 设函数 ( )f x 在 0x 的附近二阶可导且在 0x 点连续， ( )=0f x ，或 ( )0f x 不存在。 

(1) 0x 左右附近 ( )f x 变号，点 ( )( )0 0,x f x 为拐点； 

(2) 0x 左右附近 ( )f x 不变号，点 ( )( )0 0,x f x 不是拐点； 

例 4 求曲线 3 22 +3 12 14y x x x= − + 的凹凸区间及拐点。 

【练习】求曲线
4 33 4 1y x x= − + 的凹凸区间及拐点。 

设计意图： 

巩固利用二阶导数的符号判别曲线的凹凸性，加深对导数概念的理解，为后面

函数作图做铺垫。通过例题可以检测学生对知识的掌握情况，找到差距，更进一步

巩固和深化新知识，让学生知道数学重在应用，培养学生运用所学知识解决问题的

能力，有利于学生养成良好的学习习惯。 

六、小结概念，总结方法（3 分钟） 

1.从几何角度，得出曲线凹凸性的特征； 

2.给出曲线凹凸性的定义和判别定理； 
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3.在凹凸性基础上，给出拐点定义及其求法。 

【课后作业】  课本 227 页 1(1)(2)(4)，2 

下节预习任务  (1)求函数渐近线；(2)根据微积分基本知识描绘函数形态。 

七、板书设计，条理清晰 

力求条理清楚，便于学生从整体上认识、理解曲线凹凸性的概念及其判别方法。 

 

教学总结 

本课通过创设情境，由赛车手的运动轨迹以及港珠澳大桥等实例的引入，并将

其抽象为直角坐标系中的曲线，引出刻画曲线弯曲方向的凹凸概念。采用连续启发

式教学，引导学生对凹凸曲线进行对比观察分析，激发学生兴趣，促进学生思考。 

在本次教学中，以问题驱动为模式，通过层层提出问题，让学生在解决问题的思

维活动中，自主发现凹凸性与二阶导数之间的联系，避免学生产生畏难情绪。同时

利用凹凸性的性质、定义和定理解答同一道例题，巩固知识，并突出对凹凸性概念

的理解和分析，渗透数形结合数学思想方法之重要。 

在教学中将形象思维与逻辑思维相结合，分别以“笑脸、哭脸”类比曲线的“凹与

凸”，方便学生记忆二阶导数判别法的结论。 

通过介绍港珠澳大桥，因其超大的建筑规模、空前的施工难度以及顶尖的建造

技术而闻名世界，是现代世界七大奇迹之一。港珠澳大桥是我们国家的骄傲，是见

证我们民族富强的象征，参与建造的所有人都值得我们每个人去尊重，并记住他

们。这也是结合本节内容，对同学们进行思政教育的切入口。 

本课结束时回到开篇赛车手的凹凸路径，并将其升华到人生弯路的哲学意义，结

合赛车的“弯道超越”启发学生在弯道上超越，必然会精彩自己的凹凸人生。 

 


