
多元函数微分 

 

第一节 多元函数的极限与连续 

知识点一 计算二重极限的常用方法 

1. 通过恒等变形，将函数转化为极限点处的连续函数求解； 

2. 作变量代换/极坐标变换（令 cos , sinx y   = = ），将二重极限转化为一

元极限； 

3. 结合夹逼准则、重要极限、等价无穷小代换、洛必达法则综合计算。 

 

典型例题 

例 1 利用夹逼准则证明极限 

证明：
2 2
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证明：由基本不等式 2 2 2 | |x y xy+  ，可得： 
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→
= ，根据夹逼准则，得： 
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补充公式：
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例 2 幂指型二重极限 

求极限：
2 22 2
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解：对原式变形： 
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由 
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=  以及例 1 结论 
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例 3 先求单极限，再求累极限。 

设 ( , ) ( 0, 0)
1 arctan

y y
f x y x y

xy x
= −  

+
，求： 
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解： 
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(2) 对表达式通分，连续使用洛必达法则： 
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例 4 讨论分段函数在 (0,0)  处的连续性。 

设函数： 

2
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解法 1（等价无穷小+夹逼准则） 

当 ( , ) (0,0)x y   时， ( , )f x y  为初等函数，必然连续； 

当 ( , ) (0,0)x y →  时，利用等价无穷小 sin ~ ( 0)u u u→ ： 

( )2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

sin
lim lim

x y x y

x y x y

x y x y→ →
=

+ +
 

又 
2

2 2 0

| | | |
0 , lim 0

2 2x

x y x x

x y →
  =

+
故 

( , ) (0,0)
lim ( , ) 0 (0,0)

x y
f x y f

→
= = ，函数在 (0,0)  

处连续。 

 

解法 2（极坐标变换） 

令 cos , sinx y   = = ，当 ( , ) (0,0)x y →  时， 0 → ： 



( )3 2 3 2

2 20 0

sin cos sin cos sin
lim lim 0
 

     

 → →
= = . 

极限等于函数值，函数在 (0,0)  处连续。 

 

知识点二 否定二重极限存在的常用方法 

1. 取单条特殊路径，证明该路径下极限不存在； 

2. 取两条及以上不同路径，证明不同路径的极限值不相等。 

 

典型例题 

例 5 判断极限 
3

6 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→ +
 是否存在。 

解： 

取路径 3y kx= （ k  为任意常数），代入得： 

( )3

3 3 6

2 6 2 6 20 06 3
lim lim

1x x

y kx

x kx kx k

x k x kx kx
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=


= =
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. 

极限值随常数 k  变化，因此 
3
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x y
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 不存在。 

 

例 6 分段函数连续性判定。 

设： 

2

4 2
, ( , ) (0,0)

( , )
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, ) (0,0)

  
x y

x y
f x y x y

x y



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. 

解 

1. 沿射线 cos , sin ( 0)x t y t t = = →  趋于 (0,0)： 

2

2 4 20 0

cos sin
lim ( cos , sin ) lim 0 (0,0)

cos sint t

t
f t t f

t

 
 

 → →

 
= = =

+
. 

2. 取路径 2y kx= ：
2

4

4 2 4 20
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=

=
+ +

. 

极限与 k  有关，因此函数在 (0,0)  处不连续。 

 

例 7 求使函数在 (0,0)  连续的正整数 n，设： 



2 2

2 2

2 2

  

        

( )
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nx y
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解： 

2
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− +
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+
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由不等式 
2

2 2

( )
0 2

x y

x y

+
 

+
，可知： 

当 2n  时， 2

( , ) (0,0)
lim ( ) 0n

x y
x y −

→
+ = ，此时 

( , ) (0,0)
lim ( , ) 0 (0,0)

x y
f x y f

→
= = 。 

结论：满足条件的正整数 3,4,5,n =  

 

 

第一节 课后作业 

1. 证明：
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y

x y→
=

+
. 

2. 求极限：
2 22 2

( , ) (0,0)
lim ( )x y

x y
x y

→
+ . 

3. 设 

1 sin

( , ) ( 0, 0)
1 arctan

x
y

y y
f x y x y

xy x


−

= −  
+

，求： 

   (1) ( ) lim ( , )
y

g x f x y
→+

= ；(2) 
0

lim ( )
x

g x
+→

. 

4. 讨论函数 

2

2 2

sin( )
, ( , ) (0,0)

( , )

0,                (

 

, ) (0,0)

  
x y

x y
f x y x y
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
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在 (0,0)  处的连续性。 

5. 证明：
3

6 2( , ) (0,0)
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 不存在。 

6. 设 
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
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,  证明：函数沿过 (0,0)  射线极限为

0，但在 (0,0)  处不连续。 



7. 求正整数 n，使得 
2 2
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，在 (0,0)  处连续。 

 

第二节 多元函数的偏导数与全微分 

知识点一 一阶偏导数求解方法 

1. 定义法（适用于分段点、特殊点） 

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) lim , ( , ) limx y

x y

f x x y f x y f x y y f x y
f x y f x y

x y
 

 →  →

+  − +  −
= =

 
 

2. 常规求导法 

- 求 
f

x




：将 y  视作常数，对 x  求一元导数； 

- 求 
f

y




：将 x  视作常数，对 y  求一元导数。 

典型例题 

例 1 概念选择题 

若 
0 0 0 0( , ) ( , ),| |x y x y

f f

x y

 

 
 都存在，则 ( , )f x y  在 0 0( , )x y  处（D） 

A. 极限存在但不一定连续 

B. 连续但不一定极限存在 

C. 极限存在且连续 

D. 极限不一定存在，也不一定连续 

 

例 2 偏导数存在性判断 

已知 
2 4

( , )
x y

f x y e
+

= ，判断 (0,0), (0,0)x yf f （B） 

A. (0,0), (0,0)x yf f  都存在 

B. (0,0)xf  不存在， (0,0)yf  存在 

C. (0,0), (0,0)x yf f  都不存在 

D. (0,0)yf  不存在， (0,0)xf  存在 

 

知识点二 连续、偏导数、可微的关系 

核心推导链： 



 

 

典型例题 

例 3 讨论 (0,0)  处连续性、偏导数、可微性。 

设： 

2 2

1
arctan , ( , ) (0,0)

( , )

0,                               ( , ) (0,0)

   y x y
f x y x y

x y




= +


=

. 

解： 

1. 连续性 

2 2( , ) (0,0)

1
lim arctan 0 (0,0)

x y
y f

x y→
= =

+
， 

函数在 (0,0)  处连续。 

 

2. 偏导数 

0 0

( ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0x

x x

f x f
f

x x→ →

−
= = = ， 

0 0

(0, ) (0,0) 1
(0,0) lim limarctan

| | 2
y

y y

f y f
f

y y



→ →

−
= = = ， 

偏导数存在。 

 

3. 可微性 

记 2 2x y = + ， (0,0) (0,0)x yf f x f y =  − − ， 

0 0

1
lim lim arctan 0

2

y

 

 

  + +→ →

 
= − = 

 
， 



即 ( )o = ，函数在 (0,0)  处可微。 

 

例 4 可微但偏导数不连续（经典例题） 

设： 

2 2

2 2

2 2

   

    

1
sin , 0

( , )

0, 0                      

xy x y
f x y x y

x y


+ 

= +


+ =

， 

验证：函数在原点连续、偏导数存在、可微，但偏导数在原点不连续。 

 

 

例 5 综合讨论连续性、偏导数、可微性 

设： 

( )2 2 2 2

2 2

2 2 

1
sin , 0

( , )

0

    

                                 , 0   

x y x y
f x y x y

x y


+ + 

= +


+ =

. 

 

 

知识点三 多元复合函数偏导数（链式法则） 

典型例题 

例 6 一元复合函数（外层为二元函数） 

设 ( , )f x y  可微， (1,2) 2, (1,2) 3, (1,2) 4x yf f f = = = ，令 ( ) ( , ( ,2 ))x f x f x x = ，

求 (1) 。 

解： 

由链式法则： ( ) , ( , 2 ) , ( , 2 ) ( , 2 ) 2 ( ,2 )( ) ( ) ( )x y x yx f x f x x f x f x x f x x f x x    
 = +  + ， 

代入 1x = ： (1) (1,2) (1,2) (1,2) 2 (1,2) 3 4 (3 8) 47( )x y x yf f f f    
 = +  + = +  + = . 

 

例 7 复合函数求导+幂函数求导 

设 ( , )f x y  可微， (1,1) 1, (1,1) 2, (1,1) 3x yf f f = = = ， ( ) ( , ( , ))x f x f x x = ，求 

3

1

( )
|x

d x

dx


=

   。 

 

解： 

由一元求导法则：

3

2
( )

3 ( ) ( )
d x

x x
dx


 

   =   



( ) , ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( )x y x yx f x f x x f x f x x f x x f x x    
 = +  + . 

代入 1x = ：

3

2

1

( )
3 1 2 3 (2 3) 51.| [ ]x

d x

dx


=

  
=   +  + =  

例 8 方程组型复合函数求导 

已知 ( , ), ( , , ) 0y f x t F x y t= = ， ( , ), ( , , )f x t F x y t  一阶偏导数连续，求 
dy

dx
。 

解： 

分别对 x  求导： , 0x t x y t

dy dt dy dt
f f F F F

dx x dx dx
    = +  +  +  = . 

联立消去 
dt

dx
，解得： x t t x

t t y

f F f Fdy

dx F f F

   

  

−
=

+
. 

例 9 多层复合函数求偏导 

设 
sin

,
ln

x y
z f

y x

 
=  

 
， f  可微，求 

z

x




。 

解： 

记 1 2,f f   为对第一、二个中间变量的偏导数： 1 22

cos

ln

z x y
f f

x y x x
 


=  − 


 

例 10 混合复合函数求偏导 

设 ,
x y

z f xy g
y x

   
= +   

  
， ,  f g可微，求 ,

z z

x y

 

 
。 

解： 1 2 2

1z y
yf f g

x y x
 


= + −


,  1 22

1z x
xf f g

y y x
 


= − +


. 

例 11 坐标变换类偏导证明 

设 2 2( ,cos )z f x y xy= − ， cos , sinx r y r = = ，证明： 

1
cos sin 2 sin

z z z z
x y xy

r r u v
 



   
 −  = − 
   

， 

（令 2 2 , cosu x y v xy= − = ，分别求出 ,
z z

r 

 

 
 代入化简即可） 

 

例 12 结合罗尔定理的证明题 

( , )f x y  一阶偏导数连续，且 (0,1) (1,0)f f= ，证明：单位圆周上至少存在两点

满足 0
f f

y x
x y

 
 −  =
 

. 

解：令参数方程 cos , sinx t y t= = ，设 ( ) (cos ,sin )g t f t t= ， 



( )g t  一阶连续可导，且 (0) (2 )
2

g g g



 

= = 
 

。 

在 0, , , 2
2 2

 


   
   
   

 分别使用罗尔定理，存在 1 2,   使得 ( ) 0g  = 。 

( ) sin cosx yg t t f t f = −  +  .  

代入得 0x yyf xf− = ，命题得证。 

 

例 13 球面坐标变换证明 

设 ( , , )u f x y z= ，满足 
yx z
ff f

x y z

 = = ，证明：u  仅为 2 2 2r x y z= + +  的函

数。 

解：令 cos sin , sin sin , cosx r y r z r    = = = ， 

计算得 0, 0
u u

 

 
 

 
，故 u  只与 r  有关。 

 

知识点四 隐函数的偏导数 

1. 单个方程隐函数：设 ( , , ) 0F x y z =  确定 ( , )z z x y= ，则 

,
yx

z z

FFz z

x F y F



 

 
= − = −

 
. 

例 14 设 ( ), ,u f x y z= 有连续偏导数，且 ( ),z z x y=  由 x y zxe ye ze− =  确定，求 

.du  

解：  

令 ( , , ) x y zF x y z xe ye ze= − − ，则： 

( 1) , ( 1) , ( 1)x y z

x y zF x e F y e F z e  = + = − + = − + ， 

1 1
,

1 1

x z y zz x z y
e e

x z y z

− − +  +
= = −

 +  +
， 

1 1
,

1 1

x z y z

x z y z

u x u y
f f e f f e

x z y z

− −

   

 +  +
= +  = − 

 +  +
， 

全微分： 



1 1

1 1

x z y z

x z y z

x y
du f e f dx f e f dy

z z

− −

   

+ +   
= + + −   

+ +   
. 

 

例 15 隐函数求微分与高阶偏导 

( , )z z x y=  由 2 2 ( )x y z x y z+ − = + +  确定（ 1  ），求： 

(1) .dz   (2) 记 ( )
1

,
z z

u x y
x y x y

  
= − 

−   
，求 

u

x




. 

解： 

(1) 两边同时微分： 

2 2 ( )xdx ydy dz dx dy dz+ − = + + , 

整理得： 

1
(2 ) (2 )

1
[ ]dz x dx y dy 


 = − + −

+
(2)

3

2 2(1 2 )
,

1 (1 )

u x
u

x



 

 +
= = −

 +  +
. 

 

例 16 方程组确定隐函数 

方程组 
( 1)cos

sin

x t z

y t z

= +


=
 确定 ( , ), ( , )z z x y t t x y= = ，求 

z

x




. 

解： 

两边对 x  求偏导，联立方程组解得：
2

3

tan

tan

z z

x y x z

 −
=

 +
. 

例 17 设 ( , )z z x y= 满足 2 2 2.
z z

x y z
x y

 
+ =

 
 设

1 1 1 1
,   ,   = .u x v

y x z x
= = − −  对函数

( , ),u v =  求证 0.
u





 

 

知识点五 高阶偏导数 

1. 逐阶求导，规则同一阶偏导数； 

2. 重要定理：若二阶混合偏导数连续，则 
2 2f f

x y y x

 
=

   
（顺序可交换）。 

 

典型例题 

例 18 混合偏导数不相等例题 



设：

2 2
2 2

2 2

2 2

   

             

, 0
( , )

0, 0       

x y
xy x y

f x y x y

x y

 −
 + 

= +
 + =

，求 (0,0), (0,0)xy yxf f  . 

 

解：利用偏导数定义计算得， 

(0,0) 1, (0,0) 1xy yxf f = − = . 

 

例 19 设 ( ) ,u f z=  而 z是由方程 ( )z x y z= + 所确定， , f 都是任意次可微的函

数，则 ( )
1

1
.

n
n n

n n

u u u
z

y x x


−

−

   
 =      

 

 

例 20 二阶偏导数等式选择题 

设 ( , ) ( ) ( ) ( )

x y

x y

u x y x y x y t dt  
+

−

= + + − +  ，  二阶可导，  一阶可导，则

（B） 

A. 
2 2

2 2

u u

x y

 
= −

 
   B. 

2 2

2 2

u u

x y

 
=

 
   C. 

2 2

2

u u

x y y

 
=

  
   D. 

2 2

2

u u

x y x

 
=

  
 

  

例 21 

设 ( , )u x y  有二阶连续偏导数，证明： ( , ) ( ) ( ) ( 0)u x y f x g y u=   的充要条件为 

2u u u
u
x y x y

  
= 

   
. 

 

例 22 

设 g  二阶可导， f  具有二阶连续偏导数， ( ,2 )( )z g xf x y y= + ，求 
2z

x y



 
. 

 

例 23 

设 ( )2 2lnu f x y= + ，满足 

32 2
2 2 2

2 2
( )

u u
x y

x y

 
+ = +

 
求 ( )f t  表达式。 

 

 



例 24 

设变换 

, 2u x a y v x y= + = + 将方程
2 2

2 2

1
0

2

z z z
y

x y y

  
− − =

  
化为 

2

0
z

u v


=

 
，求 a . 

 

例 25 

设 ( , )z f x y=  二阶连续偏导， 0
f

y





，证明： ( , )f x y C=  为直线的充要条件 

2 2( ) 2 ( ) 0y x y xxx xy yy
f f f f f f f     − + = . 

 例 26 

设 ( , )z f x y=  二阶连续偏导， 0xf   ，满足

2
2 2 2

2 2
0

z z z

x y x y

   
− = 

    
( , )x x y z=  

由 ( , )z f x y=  确定，求证：

2
2 2 2

2 2
0

x x x

y z y z

   
− = 

    
. 

 

第二节  多元函数的偏导数与全微分 作业题 

例 1 

若 
0 0 0 0

( , ) ( , )

,
x y x y

f f

x y

 

 
 都存在，则 ( , )f x y  在 0 0( , )x y  处（D） 

A. 极限存在但不一定连续 

B. 连续但不一定极限存在 

C. 极限存在且连续 

D. 极限不一定存在，也不一定连续 

 

例 2 

已知 
2 4

( , )
x y

f x y e
+

= ，则（B） 

A. (0,0), (0,0)x yf f  都存在 

B. (0,0)xf  不存在， (0,0)yf  存在 

C. (0,0), (0,0)x yf f  都不存在 

D. (0,0)yf  不存在， (0,0)xf  存在 

 

例 3 

讨论函数 



2 2

1
arctan , ( , ) (0,0)

( , )

0, ( , ) (0,0)

y x y
f x y x y

x y




= +


=

在 (0,0)  处的连续性、偏导数与可微

性。 

 

例 4 

验证 

2 2

2 2

2 2

1
sin , 0

( , )

0, 0

xy x y
f x y x y

x y


+ 

= +


+ =

在原点连续、偏导数存在且可微，但偏导

数在原点不连续。 

 

例 5 

讨论 

2 2 2 2

2 2

2 2

1
( )sin , 0

( , )

0, 0

x y x y
f x y x y

x y


+ + 

= +


+ =

在原点的连续性、偏导数、可微性、

偏导数连续性。 

 

例 6 

设 ( , )f x y  可微， (1,2) 2, (1,2) 3, (1,2) 4x yf f f = = = ， ( ) , ( , 2 )( )x f x f x x = ，求 

(1) 。 

 

例 7 

设 ( , )f x y  可微， (1,1) 1, (1,1) 2, (1,1) 3x yf f f = = = ， ( ) , ( , )( )x f x f x x = ，求 

3

1

( )[ ]

x

d x

dx



=

. 

例 8 

已知 
( , )

( , , ) 0

y f x t

F x y t

=


=
， ,  f F一阶偏导连续，求 

dy

dx
. 

 

 

 

例 9 

设 
sin

,
ln

x y
z f

y x

 
=  

 
， f  可微，求 

z

x




. 



 

例 10 

设 ,
x y

z f xy g
y x

   
= +   

  
，$f,g$ 可微，求 ,

z z

x y

 

 
. 

 

例 11 

设 ( , )f u v  一阶连续偏导， 2 2( ,cos )z f x y xy= − ， cos , sinx r y r = = ，证明：

1
cos sin 2 sin

z z z z
x y xy

r r u v
 



   
 −  = − 
   

. 

 

例 12 

设 ( , )f x y  一阶连续偏导， (0,1) (1,0)f f= ，证明：单位圆周上至少存在两点满

足 0
f f

y x
x y

 
− =

 
. 

 

例 13 

设 ( , , )u f x y z=  可微，
yx z
ff f

x y z

 = = ，证明：u  仅为 2 2 2r x y z= + +  的函数。 

 

例 14 

设 ( , , )u f x y z=  连续偏导， ( , )z z x y=  由 x y zxe ye ze− =  确定，求 du。 

 

例 15 

设 ( , )z z x y=  由 2 2 ( )x y z x y z+ − = + +  确定，其中 具有二阶可导且 1  。 

(1) 求 dz， 

(2) 记
1

( , )
z z

u x y
x y x y

  
= − 

−   
，求 

u

x




. 

 

例 16 

设 z  由 
( 1)cos

sin

x t z

y t z

= +


=
 确定，求 

z

x




. 

 

 

 



例 17 

设 2 2 2z z
x y z

x y

 
+ =

 
，作变换 

1 1 1 1
, ,u x v

y x z x
= = − = − ，求证： 0

u





. 

 

例 18 

设

2 2
2 2

2 2

2 2

, 0
( , )

0, 0

x y
xy x y

f x y x y

x y

 −
 + 

= +
 + =

求 (0,0), (0,0)
xy yx
f f  . 

 

例 19 

设 ( )u f z= ， ( )z x y z= + ， , f  任意阶可微，证明
1

1
[ ( )]{ }

n n
n

n n

u u
z

y x x


−

−

  
= 

  
. 

 

例 20 

设 ( , ) ( ) ( ) ( )
x y

x y
u x y x y x y t dt  

+

−
= + + − +    二阶可导，  一阶可导，则（B） 

A. 
2 2

2 2

u u

x y

 
= −

 
  B. 

2 2

2 2

u u

x y

 
=

 
  C. 

2 2

2

u u

x y y

 
=

  
  D. 

2 2

2

u u

x y x

 
=

  
 

 

例 21 充要条件证明 

命题：设 ( , )u x y  有二阶连续偏导数且 0u  ，则 

2

( , ) ( ) ( )
u u u

u x y f x g y u
x y x y

  
=  = 

   
. 

 

例 22 复合函数二阶混合偏导计算 

已知 ( )( ,2 )z g xf x y y= + ， g  二阶可导， f  二阶连续偏导数，求 
2z

x y



 
. 

 

例 23 由偏微分方程求函数表达式 

设 ( )2 2lnu f x y= + ，满足 

32 2
2 2 2

2 2
( )

u u
x y

x y

 
+ = +

 
. 

 

例 24 变量代换确定参数 a . 



设变换 
2

u x a y

v x y

 = +


= +

，将方程 

2 2

2 2

1
0

2

z z z
y

x y y

  
− − =

  
. 

化为 
2

0
z

u v


=

 
，求 a . 

 

例 25 隐函数为直线的充要条件 

设 ( , )f x y  二阶连续偏导， 0yf
  ，证明： ( , )f x y C=  表示直线的充要条件： 

2 2( ) 2 ( ) 0xx y x y xy yy xf f f f f f f −  +   = . 

 

例 26 隐函数偏导等式证明 

设 ( , )z f x y=  二阶连续偏导， 0xf
  ，满足： 

2
2 2 2

2 2
0

z z z

x y x y

   
− = 

    
. 

( , )x x y z=  由 ( , )z f x y=  确定，求证： 

2
2 2 2

2 2
0

x x x

y z y z

   
− = 

    
. 

 

第三节  多元函数微分学的应用 

知识点一 多元函数极值与最值 

1. 极值求解：二元函数极值充分条件 

2. 最值求解：比较驻点、偏导不存在点、边界点函数值 

 

例 1 

2 2( , ) ( 2 )xf x y e x y y= + + ，在 
1

, 1
2

 
− 

 
 处取（B） 

A. 极大值 
2

e
−   B. 极小值 

2

e
−   C. 没有极值  D. 极小值 e  

解：
2 2

2

(2 2 4 1) 0

(2 2) 0

x

x

x

y

f e x y y

f e y





 = + + + =


= + =

驻点 
1

, 1
2

P
 

− 
 

， 

( ) 2 , ( ) 0, ( ) 2
xx xy yy

A f P e B f P C f P e  = = = = = =
2 24 0, 0AC B e A− =   , 



极小值点，极小值 
1

, 1
2 2

e
f
 

− = − 
 

。 

 

例 2 

设 ( , )z z x y=  由 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + =  确定，求极值点与极值。 

解：两边求偏导 

2 6 2 2 0

6 20 2 2 2 0

z z
x y y z

x x

z z
x y z y z

y y

 
− − − =  


 

− + − − − =
 

3 3 10
,

z x y z x y z

x y z y y z

 −  − + −
= =

 +  +
, 

令 0, 0
z z

x y

 
= =

 
，得 3 ,x y z y= = ，代入原方程得驻点 (9,3,3), ( 9, 3, 3)− − − . 

二阶偏导计算： 

1 1 5
(9,3,3) , (9,3,3) , (9,3,3)

6 2 3xx xy yy
A z B z C z  = = = = − = = 2 1

0, 0
36

AC B A− =    

(9,3)  为极小值点，极小值 3z = ； 

( 9, 3)− −  为极大值点，极大值 3z = − . 

 

例 3 

设 
2 22 2( , ) ( ) x yf x y x y e− −= − ，求极值。 

解： 

2 2 2 22 2 2 22 ( 1) , 2 ( 1)x y x yz z
x x y e y x y e

x y

− − − − 
= − − − = − − +

 

2 2
2

4 2 2 2 2

2
2(2 2 5 1) x yz
x x y x y e

x

− −
= − − + +


 

2 2
2

2 24 ( ) x yz
xy x y e

x y

− −
= − −

 

2 2
2

4 2 2 2 2

2
2(2 2 5 1) x yz
y x y y x e

y

− −
= − − − + +


 

 

驻点： (0,0), (0, 1), ( 1,0)   

1. (0,0)： 22, 0, 2, 4 0A B C AC B= = = − − = −  ，非极值点； 

2. (0, 1) ： 1 1 24 , 0, 4 , 0, 0A e B C e AC B A− −= = = −   ，极小值 1e−− ； 



3. ( 1,0) ： 1 1 24 , 0, 4 , 0, 0A e B C e AC B A− −= − = = − −   ，极大值 1e− . 

 

例 4 

设 ( , )f x y  二阶连续偏导， 

2 2( , ) 1 ( 1)( )f x y x y o x y= − − + − + 2 2( , ) ( , )xyg x y f e x y= + ，证明 ( , )g x y  在 

(0,0)  取极值，并判断类型、求极值。 

解：由全微分定义： 1 2(1,0) 0, (1,0) (1,0) 1f f f== = − 。 

(0,0) (0,0) 0x yg g = = (0,0) 2, (0,0) 1, (0,0) 2xx xy yyA g B g C g  = = = − = = − = −  

2 3 0, 0AC B A− =   (0,0)  为极大值点，极大值 (0,0) 0g = 。 

 

例 5 

设 ( , )f x y  在 (0,0)  邻域连续， 

2

2 20
0

( , )
lim 1

1 cosx
y

f x y xy

x y→
→

−
=

− +
证明： (0,0)  是驻点且为极小值点。 

 

证明：利用等价无穷小 21
1 cos ~

2
u u−  

2

0 2 2
0

( , )
lim 1

1
( )

2

x
y

f x y xy

x y
→
→

−
=

+

2 2 2 21 1
( , ) ( )

2 2
f x y x x y o x y

 
= + + + + 

 
, 

0 0

( ,0) (0,0) (0, ) (0,0)
(0,0) lim 0, (0,0) lim 0x y

x y

f x f f y f
f f

x y→ →

 − −
= = = = 故 (0,0)  为

驻点；原点邻域内 ( , ) (0,0)f x y f ，为极小值点。 

 

例 6 

证明：当 0 1, 0x y    +  时， (1 ) yey x x−−  . 

证明：令 ( , ) (1 )yf x y yx x= − ，求驻点满足 

1( ) 0

(1 )(1 ln ) 0

y

x

y

y

f yx y xy x

f x x y x

− = − − =


= − + =





得 1(1 ) , yy x x x e−− = = . 



1 1 1( 1) 0, , (1 ) lny

xx xy yyA f y yx B f e C f e x x− − −= = − +  = = = =   − 2 0AC B−  , 

驻点为最大值点， 1( , )f x y e− ，即 
1

(1 ) yy x x
e

−  ，整理得 (1 ) yey x x−−  . 

 

例 7 

证明： 2 2( , ) 2f x y Ax Bxy Cy= + +  在约束 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  下的最值为方程 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0k Aa Cb k AC B a b− + + − = 的根。 

 

证明：构造拉格朗日函数 

2 2
2 2

2 2
( , , ) 2 1

x y
L x y Ax Bxy Cy

a b
 

 
= + + + − − 

 

2 2
2 2 0, 2 2 0

L L
A x By Bx C y

x a y b

     
= − + = = + − =   

    
 

齐次方程组有非零解，系数行列式为 0： 

2

2 2
0A C B

a b

   
− − − =  

  
展开即得所证方程，  为函数最值。 

 

知识点二 条件极值 

求解方法：拉格朗日乘数法；根据实际意义判定最值类型。 

 

第三节  多元函数微分学应用 作业题 

例 1  已知 2 2( , ) ( 2 )xf x y e x y y= + + ，则在 
1

, 1
2

 
− 

 
 处取（  ） 

A. 极大值 
2

e
−   B. 极小值 

2

e
−   C. 没有极值  D. 极小值 e  

 

例 2 

设 ( , )z z x y=  由 2 2 26 10 2 18 0x xy y yz z− + − − + =  确定，求极值点与极值。 

 

例 3 

设 
2 22 2( , ) ( ) x yf x y x y e− −= − ，求函数极值。 

 

例 4 



设 ( , )f x y  二阶连续偏导， 2 2( , ) 1 ( 1)( )f x y x y o x y= − − + − + ，

2 2( , ) ( , )xyg x y f e x y= + ，证明 ( , )g x y  在 (0,0)  取极值，判断类型并求极值。 

 

例 5 

设 ( , )f x y  在 (0,0)  邻域连续，
2

2 20
0

( , )
lim 1

1 cosx
y

f x y xy

x y→
→

−
=

− +
, 证明： (0,0)  是驻点且

为极小值点。 

 

例 6 

证明：0 1, 0x y    +  时， (1 ) yey x x−−  。 

 

例 7 

证明： 2 2( , ) 2f x y Ax Bxy Cy= + +  在 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  下的最值是方程 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0k Aa Cb k AC B a b− + + − = 的根。 

 

 

真题讲解 

一、基本概念判断类 
题型 1 多元函数基本关系判断题 

考察二元函数 ( , )z f x y= ，定义域 ( , )x y D ，判断下列结论正误： 

(a) 若 ( , )f x y  在D上偏导数存在，则 ( , )f x y  在D上连续. 

(b) 若 ( , )f x y  在D上偏导数存在，则 ( , )f x y  在D上可微. 

(c) 若 ( , )f x y  在D上可微，则 ( , )f x y  在D上连续.  

(d) 若 ( , )f x y  在D上可微，则 ( , )f x y  在D上偏导数存在. 

 

设 ( , )f x y 是连续函数，
( ) ( )

2 2

2 2, 0,0

( , )
lim 6,

1 cosx y

f x y x y

x y→

−
=

− +
 则 (0,0) 是 ( , )f x y 的极小值

点。 

 

题型 2 函数连续性、偏导数、可微性选择题 

 



2. 判断函数
2 2

2 2

2 2

1
sin , 0,

( , )

0,                    0,

y x y
x yf x y

x y


+ 

+= 
 + 

 则 ( , )f x y 在 (0,0)  处（   ） 

(A) 可微 

(B) 连续且 (0,0) 0.yf
 =  

(C) (0,0) 0,xf
 =  (0,0)yf

 不存在 

(D) (0,0)xf
 不存在， (0,0)yf

 不存在 

 

已知 

3
2 2

2 4

2 2

, 0
( , ) ,

0,            0

xy
x y

z f x y x y

x y


+ 

= = +
 + 

 则 ( , )f x y 在 (0,0) 点处连续且偏导存在。 

 

二、全微分与一阶偏导数计算 

题型 1 由函数关系式求全微分 

设函数 ( , )f x y 可微，且满足 2( 1,e ) (1 )xf x x x+ = + ，则 d (1,1)f =（   ） 

(A) dy     (B) d 2dx y+     (C) d dx y−     (D) d dx y+  

 

题型 2 抽象复合函数求导 

设 ( , )f x y  具有连续的偏导数， ( )g x  和 ( )h x  均连续可导，

( ),
y

z f xy g h xy
x

  
= +  

  
，则 ( )                .

z z
x y
x y

 
− =

 
 

 

题型 3 一元复合函数求导 

已知 ( , )f u v  具有连续的偏导数，满足 (0,0) 1f = ，
( , ) ( , )

,
2

f u v f u v u v

u v

  +
+ =

 
 

令 ( ) e ( , )xy x f x x= ，求 ( )y x =（        ）. 

 

题型 4 三元复合函数求全微分 

设 ( , , )u f x y z=  是可微函数， xy x= ， ( ),z z x y= 由方程 2 2 2 16x y z+ + =  确

定的隐函数，求 ( , , )u f x y z= 的全微分 du . 

 

题型 5 复合函数+隐函数求微分 



设 ( , , )u f x y z= 的全微分存在，其中 ( ) ,xy y x x= = ， z由方程 1x y z+ + =  确

定，求全微分 du . 

 

三、二阶偏导数、变量代换计算 

题型 1 变量代换二阶偏导计算 

设 u x y= + ， v x y= − ，w xy z= − , ( ),w w u v= , ( , )z z x y=  具有连续二阶偏导

数，且满足等式
2 2 2

2 2
2 0,

z z z

x x y y

  
+ + =

   
 计算

2

2
.

w

u




 

 

题型 2 极坐标变换偏导计算 

设 ( ),u x y 二阶连续可导，令 cos , sin ,x r y r = =  求
2 2

2 2 2

1
.

u u

r r 

 
+

 
 

 

设 e cosux v= ， e sinuy v= ， ,z uv=  计算 .
z

x




 

 

题型 3 二阶偏微分方程求解 

设二元函数 ( , )u x y  在第一象限内具有二阶连续偏导数，结合已知二阶偏微分

条件，求 u  的表达式。 

 

题型 4 三元函数偏导数计算 

设三元函数 ( , , )
yxu x y z z= ，求du . 

 

四、隐函数相关习题 

题型 1 隐函数单调性与极限 

设 ( )y y x=  是由方程 
2

0

e d 1

x

y te t y x− −− − + =  确定的隐函数。 

(1) 证明： ( )y x  是单调增加的函数； 

(2) 求极限 lim ( )
x

y x
→+

 . 

 

题型 2 方程组型隐函数求导 

设函数 ( )y f x= 由方程 ( , )y F x z= 和 ( , , ) 0G x y z = 所确定，其中函数F 和G连续

可导，且满足 0,
G

z





 0,
G F G

z z y

  
+ 

  
 求导数 

d

d

y

x
. 



 

五、函数连续性与间断点 

设 ( )( )
1

( , ) , 1 1 0, ,
1

t

x tx
F x t x t x t

t

−− 
= − −   

− 
定义 ( ) lim ( , )

t x
f x F x t

→
= ，讨论 ( )f x  

的连续性；若存在间断点，对间断点进行分类。 

  

六、极值与最值问题 

题型 1 无条件极值选择题 

可微函数 ( , )z f x y= 的微分为 2(8 3 2 ) (4 2 ) ,dz xy x y dx x x y dy= − − + − −  则（   ） 

(A) (2,1)f  为极小值  (B) (2,1)f  为极大值  (C) (2,1)f  不是极值 

(D) 无法判断 (2,1)f  是否是极值 

 

题型 2 闭区域上函数最值 

设连续函数 ( , )f x y 满足
1 2

2 2 3 2
( , ) ( , ) ( , ) ,

8
D D

f x y x y x f x y dxdy y f x y dxdy


= + − −   

其中 1 {( , ) 1 1, 1 1}D x y x y= −   −  ∣ ， 2

2

2{( , ) 1}D x y x y= + ∣ ，求函数 ( , )f x y  

在区域 2 2 1x y+   上的最值。 

  

七、证明题 

题型 1 条件极值与无条件极值辨析 

设 2 2( , ) ( )( 2 )f x y y x y x= − − ，证明： 

(1) 对于任意常数 k， (0,0)f 是 ( , )f x y  在约束条件 y kx= 下的极小值； 

(2) (0,0)f  不是二元函数 ( , )f x y  自身的极小值。 

 

题型 2 偏导恒等式证明 

已知偏微分方程 
2 2 2z z
x y z

x y

 
+ =

 
，作变换 u x= ，

1 1
v

y x
= − ，

( )
1 1

,F u v
z x

= − ，计算： .
F

u




 

 

题型 3 拉普拉斯方程求解证明 



设 ( )u f r= ， 2 2r x y= + ，满足拉普拉斯方程
2 2

2 2
0,

u u

x y

 
+ =

 

( )
1

lim 2,
1x

f x

x→
=

−
结合

极限条件求解 ( )f x  的表达式。 


