
讨论题 11：定积分与不定积分的区别与联系 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于定义与几何意义的本质区别，另一个侧重于微

积分基本定理揭示的深层联系，并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：一个是“求和”，一个是“反演”——两种不同的数学视角 

困惑描述： 

很多学生初学微积分时会有这样的困惑：为什么定积分和不定积分的符号这么像（都带一个

拉长的 ∫），但一个算出的是数字，一个算出的是函数？它们到底是不是同一个东西？ 

数学模型的解读： 

1. 从定义看本质区别 

o 不定积分：是求导的逆运算。给定函数 𝑓(𝑥)，求 𝐹(𝑥)使得 𝐹′(𝑥) =

𝑓(𝑥)。结果是一族函数（相差一个常数 𝐶）。它的本质是反导数，是一种运

算关系。 

o 定积分：是求和极限。给定函数 𝑓(𝑥)在区间 [𝑎, 𝑏]上，将区间无限细

分，求所有小矩形面积之和的极限。结果是一个确定的数值。它的本质是无

限累加，是一个过程的结果。 

用一句话概括：不定积分问的是“什么函数导完以后变成你？”；定积分问的是“你这条曲

线底下从 𝑎到 𝑏的面积有多大？” 

2. 几何意义的差异 

o 不定积分：∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 在几何上代表一族曲线，它们在每

一点处的斜率都等于 𝑓(𝑥)。这是一个动态的、纵向的关系（看斜率）。 

o 定积分：∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 在几何上代表曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)下方从 𝑎到 𝑏的面

积。这是一个静态的、横向的累积（看面积）。 

一个是看切线的斜率（微观变化），一个是看曲线下的总面积（宏观累积）。两者的几何

直觉完全不同。 

3. 符号的由来 

为什么都用 ∫这个符号？历史上有趣的是，莱布尼茨选择这个拉长的 S，是因为它

代表“求和”（Summa）。对于定积分，这个“求和”是名副其实的（求面积的极限和）。

对于不定积分，这个符号其实是一种“借用”——因为后来发现了它们之间有深刻联

系。 

4. 反例帮助理解 

如果只给一个函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2，不定积分是 
𝑥3

3
+ 𝐶——这是函数族。而定积分 

∫ 𝑥2
1

0
𝑑𝑥 =

1

3
——这是一个数字。两者形式上有联系，但本质完全不同。 

课堂引导语： 

“定积分和不定积分就像一对双胞胎，长得像，但性格完全不同。不定积分是个‘侦探’，它倒

推谁导完以后变成了你；定积分是个‘会计’，它计算你从 a 到 b 一共累积了多少。一个是

找原函数，一个是算总量——两者本是风马牛不相及，直到牛顿和莱布尼茨发现了那个惊天

秘密。” 

 

参考答案二：微积分基本定理——那座连接两岸的桥梁 



困惑描述： 

既然定积分和不定积分定义完全不同，为什么我们计算定积分时，总是要先找个原函数（不

定积分），然后代入上下限相减？这个方法到底凭什么成立？ 

数学模型的解读： 

1. 两座孤岛 

想象一下，微积分诞生初期，有两个独立的问题困扰着数学家： 

o 切线问题：求瞬时速度（导数）——对应微分学。 

o 面积问题：求曲线下面积——对应积分学。 

当时的人们认为这是两个完全不同的领域。一个是研究变化率，一个是研究

累积量。 

2. 牛顿和莱布尼茨的洞见 

他们发现了一个惊天秘密：求面积（定积分）和求反导数（不定积分）是互逆的运

算。这就是微积分基本定理。 

定理分为两部分： 

o 第一基本定理：定义函数 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
，则 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)。也就

是说，定积分（上限为变量）定义了一个新的函数，而这个函数的导数就是

被积函数。这揭示了“累积函数”的瞬时变化率就是当前的函数值。 

o 第二基本定理：如果 𝐹是 𝑓的任意一个原函数，则 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)。这就是我们常用的牛顿-莱布尼茨公式。 

3. 联系的实质 

微积分基本定理告诉我们：定积分的值，可以通过原函数在端点处的值之差来获得。 

这就像说：要知道你从 𝑎时刻到 𝑏时刻一共走了多远（定积分），只需要知道你 𝑎时

刻的位置和 𝑏时刻的位置（原函数值），然后相减即可，根本不需要把每时每刻的速

度加起来。 

反过来，如果你有一个累积量函数 𝐹(𝑥)，它在每一点的瞬时变化率（导数）就是 𝑓(𝑥)。 

4. 直观理解 

把原函数 𝐹(𝑥)想象成“从起点到 𝑥的累计路程”，那么 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)就是从 𝑎到 𝑏这

一段的路程。而 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥)是瞬时速度。这样一来： 

o 不定积分是已知速度求位置函数。 

o 定积分是已知速度求某段时间内的位移。 

两者通过“位置函数”这座桥梁连接在一起。 

5. 为什么会有常数 C？ 

定积分得到的是差值 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)，所以 𝐹中的任意常数 𝐶在相减时抵消了。这就

是为什么不定积分必须带 𝐶，而定积分的结果是唯一确定的数值。 

课堂引导语： 

“牛顿和莱布尼茨的伟大之处，不在于发现了导数，也不在于发现了积分，而在于发现了它

们之间的‘互逆关系’。从此，求面积这个复杂问题，转化成了找原函数这个相对简单的问题。

微积分基本定理就是连接两座孤岛的桥梁——一边是累积总量（定积分），一边是瞬时变化

（导数），而原函数就是那座桥。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这两个例子后，你可以帮他们梳理出定积分与不定积分的核心区别与联



系，形成一个清晰的对比框架： 

维度 不定积分 定积分 

定义 求导的逆运算：𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
和 的 极 限 ：

lim⁡∥Δ𝑥∥→0∑𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖 

结果 函数族（含常数 𝐶） 一个数值 

几 何

意义 
一族曲线（斜率对应 𝑓） 曲线下的面积 

运 算

对象 
对函数本身 对区间上的函数 

记号 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

联系 
通过微积分基本定理：∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) −

𝑏

𝑎

𝐹(𝑎)，其中 𝐹是 𝑓的任一原函数 

 

可拓展的课堂提问： 

• 如果已知一个函数的导数，我们能唯一确定这个函数吗？为什么不能？（引出

常数 𝐶的意义） 

• 变上限积分 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
是不定积分还是定积分？（引出它既是定积分（数值），

又是不定积分（函数）——正是两者的桥梁） 

• 在物理中，位移、速度、加速度的关系如何体现定积分与不定积分的联系？ 

• 为什么说微积分基本定理是“微积分的心脏”？ 

 


