
讨论题 14：不规则平面图形的面积积分估算 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于直角坐标系下的网格/矩形逼近，另一个侧重

于实际测量中的模拟与蒙特卡洛方法，并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：网格法与矩形逼近——从“数格子”到定积分 

困惑描述： 

你拿到一片形状奇特的树叶，或者一张不规则湖泊的地图，想要知道它的面积。你不能用简

单的长×宽，也不能用现成的公式。怎么办？一个朴素的想法是：把它画在坐标纸上，然后

数格子。 

数学模型的解读： 

1. 从离散到连续：网格法 

最直观的方法是：把树叶轮廓描在方格纸上（假设每个小方格边长 1mm）。 

o 对于完全被覆盖的格子，算 1 格。 

o 对于边缘上只有部分被覆盖的格子，需要估算（比如超过半格算 1 格，

不到半格舍去，或者更精细地估算成 0.5 格）。 

最后把所有格子代表的面积加起来，就得到了树叶面积的近似值。 

这是人类最原始的积分思想：用已知规则的小块（矩形）去逼近不规则的形

状。 

2. 网格法的数学本质 

网格法其实就是定积分的雏形。如果我们建立坐标系，将树叶的上边缘和下边缘分

别看成两个函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)和 𝑦 = 𝑔(𝑥)，那么树叶的面积就是： 

𝑆 = ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

网格法中，每一个小竖条（宽 Δ𝑥，高 𝑓(𝑥𝑖) − 𝑔(𝑥𝑖)）就是一个矩形。把所有这些矩形

的面积加起来，就是定积分的近似： 

𝑆 ≈∑[𝑓(

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖) − 𝑔(𝑥𝑖)]Δ𝑥 

 

当 Δ𝑥 → 0时，这个和就趋近于精确的积分值。 

3. 误差分析：网格越细，结果越准 

网格法的精度取决于网格的大小。网格越细（Δ𝑥 越小），近似越准确，但计算量也

越大。 

从数学上看，误差与 Δ𝑥成正比（对于矩形法，误差是 𝑂(Δ𝑥)）。这就是“以直代曲”

思想的量化——用直线（矩形上边）代替曲线带来的误差，会随着细分而消失。 

4. 生活中的应用 

地理信息系统（GIS）计算湖泊面积、森林面积，用的就是这种思想：把遥感图像像

素化，每个像素是一个小矩形，统计落在目标区域内的像素个数乘以单个像素面积。 

课堂引导语： 

“当你小时候用方格纸数树叶面积时，你其实已经在做微积分了。只不过你当时没有意识到，

每一个小格子，就是数学上的一个‘微元’；把所有格子加起来，就是积分。数学家只是把这

件事做严谨了，并告诉你：只要你切得足够细，结果就足够准。” 

 



参考答案二：蒙特卡洛方法——用随机投点估算面积 

困惑描述： 

如果这片树叶的形状极其复杂，甚至无法用函数表达（比如边缘有无数细小的锯齿），或者

你不想一个一个数格子（太费眼睛），有没有更聪明的办法？比如，闭上眼睛往纸上扔豆子？ 

数学模型的解读： 

1. 蒙特卡洛方法的核心思想 

准备一张已知面积的矩形纸（比如长宽已知，面积 𝐴𝑟𝑒𝑐𝑡），把树叶放在这张纸上，

描出轮廓。 

然后，随机向这张纸投掷 𝑁个点（假设点均匀分布，落在纸上任何位置的概率相等）。 

统计落在树叶轮廓内的点数 𝑀。 

则树叶面积的近似值为： 

𝑆 ≈ 𝐴𝑟𝑒𝑐𝑡 ×
𝑀

𝑁
 

 

原理很简单：点落在树叶内的概率 = 树叶面积 / 矩形面积。通过大量随机试验，用频

率近似概率。 

2. 大数定律的支撑 

这个方法的数学基础是大数定律：当投掷次数 𝑁足够大时，频率 
𝑀

𝑁
会趋近于真实的

概率 
𝑆

𝐴𝑟𝑒𝑐𝑡
。 

因此： 

𝑆 = 𝐴𝑟𝑒𝑐𝑡 × lim⁡
𝑁→∞

𝑀

𝑁
 

 

这是一个用概率论方法计算定积分的典型例子。 

3. 误差估计 

蒙特卡洛方法的误差与 
1

√𝑁
成正比。也就是说，要提高 10 倍精度，需要增加 100 倍

的投点次数。虽然收敛速度慢，但它的优点是： 

o 不受形状复杂度的限制（哪怕边缘像雪花一样分形都没关系）。 

o 容易推广到高维空间（计算高维球的体积，传统网格法会遭遇维数灾

难，蒙特卡洛依然有效）。 

4. 编程实现 

在现代计算机上，我们可以用随机数生成器模拟“投点”过程。写一个循环，生成随机

坐标，判断是否在函数曲线下方（或区域内），统计比例，乘以总面积，瞬间得到结

果。 

课堂引导语： 

“如果你觉得数格子太累，那就让概率帮你忙。蒙特卡洛方法告诉我们：只要随机扔足够多

的点，统计落在目标内的比例，就能算出面积。这是一种‘暴力美学’——用大量的随机试验，

换取一个足够精确的结果。现代计算机的很多计算，比如金融风险模拟、物理粒子输运，都

在用这个思想。” 

 

给老师的总结升华建议 



在学生们讨论完这两个例子后，你可以帮他们梳理出面积估算问题的核心数学思想，以

及不同方法的适用场景： 

方法 数学工具 优点 缺点 适用场景 

网格法 /

矩形法 

黎曼和、定

积分定义 

直观、与积分定义

直接对应 

对复杂边界

需要手动判断 

函数已知、手

工估算 

梯形法 /

辛普森法 
数值积分 精度高、收敛快 

需要知道边

界函数表达式 

函数已知、编

程计算 

蒙 特 卡

洛法 

概率论、大

数定律 

不受形状复杂度

限制、易推广至高维 

收敛慢、结果

随机波动 

形状极不规

则、高维积分 

可拓展的课堂提问： 

• 如果树叶边界是一个分形（如科赫雪花），用网格法估算面积会有什么问题？

（引出分形维数与测量尺度的关系） 

• 如何用蒙特卡洛方法计算一个不规则立体的体积？（引出三维投点） 

• 如果你只有一张树叶的照片，但没有比例尺，怎么估算它的真实面积？（引出

参照物比例换算） 

 


