
 “多元函数的偏导数、全微分及其应用”翻转课堂学习方案 

学习班级：          行政班级：          小组：          姓名：         

一、基本信息 

课程名称 高等数学 C（2） 学习对象 经济管理类专业 

翻转内容 
多元函数的偏导数、全微分及

其应用 
课程学时 线上 8 学时、线下 8 学时 

重点难点 
重点：偏导数和全微分的概念与计算方法，经济学中的应用 

难点：复合函数偏导数法，弹性分析，经济优化问题 

目标导学 

知识目标：理解二元函数偏导数和全微分概念,掌握求偏导数和全

微分的方法；掌握偏导数在几何和弹性分析中的应用；掌握二元函数极

值存在的必要条件和充分条件，会求二元函数的极值. 

能力目标：能够比较与分析引入偏导数概念例子的不同点和相同

点；能够将求偏导和全微分方法进行分类概括；能够选择合适方法计算

多元函数的偏导数和全微分；能够利用偏导数和全微分解决一些简单的

应用问题（弹性分析、经济优化等）. 从中体验由具体到抽象，由特殊

到一般的思维方式；学会独立思考和主动探究，提升自主学习和合作学

习的能力。 

情感目标：通过把实际问题抽象为与偏导数和全微分相关的问题，

再将所学知识用于实践，认识并体验偏导数和全微分与我们生活的关

系，养成用数学的思想方法解决实际问题的意识.  

学习方式 

（1）学生个人通过辅助学习资源完成“多元函数的偏导数、全微分及其应用”

内容的学习； 

（2）学生将个人质疑带入小组讨论，形成学习结果； 

（3）将小组的质疑，带到班级进行讨论，形成学习结果； 

（4）对班级讨论后仍不能解决的问题进行汇总整理，提交教师； 

（5）课上检测学习成效，展示学习成果；教师课上解疑. 

学习资源 

（1）线上学习资源 https://tjcu.yuketang.cn（天津商业大学-学堂云：多

元微积分 2-5 至 2-19）； 

（2）线上学习资源 https://www.icourse163.org/course/XJTU-1001756006

（中国大学慕课西安交大高等数学（二））第四周第三讲（方向导数）、 

第五周第一讲（梯度） 

（3）高等数学及其应用（第二版）教材：第 8.3、8.4、8.5 节 

（4）伴你学数学—高等数学及其应用导学（第二版） 

问题搜索部分：第 8.3、8.4、8.5 节； 

技能归纳部分：p335-339，例 5—例 15； 

能力提升部分：p342-353，“停下来想一想”栏目解惑.  

时间安排 

第 1阶段：自主学习质疑：完成“偏导数”和“偏导数应用”的学习；

提交“自学质疑学案”“训练展示学案”中的（一）、(二)；  

第 2 阶段——线下检测+释疑：课堂学习效果检测，解决学习中的问题； 

第 3 阶段——线下展示评价：探析求导法则以及感受导数的妙用和价值

学习成果展示、点评； 



第 4 阶段——课后总结反思：提交总结反思学案（三）. 



二、学习方案 

（一）自学质疑学案 

问题记录 学案内容（自主学习） 

 一、 思考题 

第 1 部分（偏导数概念、复合函数偏导数、隐含数偏导数及高阶偏导数） 

1.想想偏导数概念的本质是什么？
d
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作为符号有何不同？ 

 

 

 

 

2.说说偏导数在如下问题中的含义. 

① 医学问题（生命科学领域）：在关于体温过低的研究中（由于暴

露造成热消耗），有必要知道人体的表面积。如下经验公式给出了人体

的体表面积 A（平方英寸）与其体重w（磅）和身高 h（英寸）的关系：
0.425 0.725( , ) 15.64A f w h w v= = . ( , )f w h 对w的偏导数 ( , )wf w h 及对h的偏导

数 ( , ).hf w v  

 

 

 

 

 

 

② 安全问题（社会科学领域）：已知理想条件下，如果一个人开车

时猛踩刹车,刹车停止时汽车滑行长度(英尺)由公式 2( , )L w v kwv= 给

出，其中 k为常数， w为车重（磅），v为车的速度（英里/小时）. ( , )L w v

对w的偏导数 ( , )wL w v 及对 v的偏导数 ( , ).vL w v  

 

 

 

 

 

 

③ 需求问题（经济学领域）：某超市两种商品 A B、 的日销售量 1 2Q Q、

分别为其价格 1 2p p、 的线性函数: 1 1 2 2 1 2200 5 4 , 300 2 4Q p p Q p p= − + = + − , 

1 1 2 2

1 2 1 2

? ? ? ?
Q Q Q Q

p p p p

   
= = = =

   
并对结果进行经济学解释. 

 

 
 

 

 



3.思考下面问题 

（1）二元函数在一点的偏导数存在能否说明其在该点连续？反之

是否成立？试考察函数 
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在点（0,0）处的连续性与偏导数的存在性. 

 

 

 

    

 

（2）若函数 ( , , )z f u v x= 偏导数存在，且 ( ), ( )u x v x = = 可导，则

d d d
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z f u f v f
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，试问等号左边为什么用
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（3）若函数 ( , , ), ( , ), ( , )z f u v x u u x y v v x y= = = 偏导数存在，则

z z u z v z

x u x v x x

     
= + +

     
对吗？如果对,请问等号左边的
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x
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含义是否相同？为什么？ 

 

 

 

 

（4）求多元复合函数的高阶偏导数时应注意什么？ 

 

 

 

 

 

（5）求隐函数的偏导数要注意什么？ 

 

 

 

 

 
 

 



第 2 部分（全微分概念、二元函数可微偏导数存在及连续之间的关系、

一阶全微分形式的不变性及全微分在近似计算中的应用） 

1.全微分概念的本质是什么？几何意义是什么？ 

 

 

 

 

 

2.一元函数可微与可导等价，可导则连续；对于二元函数有类似的

性质吗？可微、偏导数和连续性之间有何关系？ 

 

 

 

 

 

 

3.对于二元函数𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣),不论𝑢, 𝑣是自变量还是中间变量，其全

微分表达式是否如下式所示？ 

d𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑢
d𝑢 +

𝜕𝑧

𝜕𝑣
d𝑣 

 

 

 

 

 

4. 如何利用全微分求二元函数的近似值？ 

 

 

     

 

 

 

 

 

 



第 3 部分（空间曲面的切平面与法线、偏导数在弹性分析中的应用、多

元函数的极值与最值及经济优化问题） 

1.如何确定空间曲面切平面的法向量和法线的方向向量？ 

 

 

2.如何借助于偏弹性判断两种商品是竞争的还是互补的？ 

 

 

3. 如何求二元函数的无条件极值？它和一元函数求极值的过程有

什么区别？ 

 

 

 

4.二元函数的条件极值与无条件极值的区别是什么？ 

 

 

 

5.解决多元经济优化问题的基本步骤是什么？ 

 

 

 

6. 最小二乘法的原理是什么？ 

 

 

 

 



二、 练习题 

第 1 部分（偏导数概念、复合函数偏导数、隐含数偏导数及高阶偏导数） 

1. ln( ) ( , )z xy f xy x y= + + ,计算
x

z




，

y

z
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
． 

 

 

 

 

2. 设 2ex yz −= ,且 sinx t= , 3y t= ，计算
d

d

z

t
 

 

 

 

3. 求由方程2 2 ln 0xz xyz xyz− + = 所确定的函数 ( , )z f x y= 的偏导数． 

 

 

 

 

 

4. 求 sin exyz x y= − 的二阶偏导数
2 2 2

2 2
, ,
z z z

x y x y
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   
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5.设 ( , )z f y xy= ，其中 f 具有二阶连续偏导数，求
2 2

2
,
z z

y y x

 

  
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第 2 部分（全微分概念、二元函数可微偏导数存在及连续之间的关系、

一阶全微分形式的不变性及全微分在近似计算中的应用） 

1. 设 ( , )z f x y= 在点 0 0( , )x y 处的全增量为 z ,全微分为 d z ，写出

( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处的全增量与全微分的关系． 

 

 

 

 

 

2.设 2
arctan

1

x
z

y
=

+
，求 (1,1)d z ． 

 

 

 

 

3. 求函数 ( , )
x y

u f
y z

= 的全微分,其中 f可微. 

 

 

 

4.设 2 3 2 2e ln( )yx y z x z+ + = + + ，求d z．  

 

 

 

 

5. 求 2.021.04 的近似值． 

 

 

 

 

 



第 3 部分（空间曲面的切平面与法线、偏导数在弹性分析中的应用、多

元函数的极值与最值及经济优化问题） 

1.求曲面 3ze xy+ = 在点 (1,2,0)的切平面方程与法线方程． 

 

 

 

 

2.求函数 3 2( , ) 6 12 5f x y y x x y= − + − + 的极值． 

 

 

 

 

 

 

 

3. 21,QQ 分别表示商品甲、乙的需求量， 21,PP 分别表示这两种商品的

价格，已知需求函数分别为 

212211 10420,4216 PPQPPQ −+=+−=  

总成本函数为 21 23 QQC += ，试问如何定这两种商品的价格，才可使利

润最大？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、学习效果检测 

1.学习完相应内容后，通过教材和作业检验对内容的理解； 

2.对未理解的内容查找、反思、质疑并列出. 

 

 

 

 

 

 

 
教师提示： 

1.根据个人实际情况，选择辅助学习资源中提供的一种或多种资源进行学习或其他资源进行学习. 

2.内容学习中需要认真思考思考题；内容学习后，要完成作业题；在此基础上发现学习中的问题，到小

组讨论解决，不能解决的到班级讨论解决；班级不能解决的问题提交教师. 



（二）训练展示学案 

问题记录 学案内容 

 

一、我学会了吗？  

1.二元函数 2 2

5
, ( , ) (0,0),

( , )

0, ( , ) (0,0).

xy
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

在点 (0,0) 处 

（A）连续，偏导数存在     （B）连续，偏导数不存在 

（C）不连续，偏导数存在   （D）不连续，偏导数不存在 

2.函数 ( , )f x y 在点
0 0( , )x y 可微分是 ( , )f x y 在点

0 0( , )x y 存在偏导数

'

0 0( , )xf x y 、
'

0 0( , )yf x y 的 

(A)必要而非充分条件       (B)充分而非必要条件 

(C)既非充分也非必要条件   (D)充分必要条件 

3.设函数 ，则点 是函数 的（   ） 

 (A)极大值点但非最大值点   (B)极大值点且是最大值点  

 (C)极小值点但非最小值点   (D)极小值点且是最小值点   

4.设 求 和 . 

 

 

 

 

 

5.讨论函数








=+

+
+=

 0                     , 0

, 0       , 
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy

yxf 在 (0,0) 处的可微性. 

 

 

 

 

6. ln( ) ( ,e ), , ,d .

x
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8. ,e 2 yxz +=  求二阶偏导数和
2
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10.求抛物面 22 byaxz += 在点 ),,( 000 zyxM 处的切平面和法线方程. 

 

 

 

 

 

 

11.若函数 2 2( , ) 2 2f x y x ax xy y= + + + 在点 0(1, 1)M − 处取得极值，试

确定常数 a. 

 

 

 

 

 

 

12.设 ( )z xy xf u= + ，且 f 的所有一阶偏导数都连续且
y

u
x

= ，则有

z z
x y z xy
x y

 
+ = +

 
． 

 

 

 

 

 

 



13.设 2 3u xy z= ，其中 ( , )z f x y= 由方程 2 2 2 3 0x y z xyz+ + − = 确定，求

(1,1,1)|xu ． 

 

 

 

 

 

 

14.设 ( , )z z x y= 由方程 ( , ) 0F cx az cy bz− − = 确定，证明：
x yaz bz c+ = ． 

 

 

 

 

 

 

 

15. 设 ( ) ( 1) ln
y

z xf x y x
x

= + − ，其中 f 是任意的二次可微函数，求证：

2 2
2 2

2 2
( 1)

z z
x y x y
x y

 
− = +

 
． 

 

 

 

 

 

 

 

 

16.设生产某种产品需要两种原料 A 和 B，原料 A 和 B 的单价分别为

10 元 和 15 元 ， 用 x 单 位 原 料 A 和 y 单 位 原 料 B 可 生 产 
2 220 8x xy y− + −  单位该产品，现欲最低成本生产 448 单位的该产品，

问需要多少原料 A和原料B？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

17.设某工厂生产甲、乙两种产品，产量分别为 x 和 y（单位：千件），利润函数

为 2 2( , ) 6 16 4 2L x y x x y y= − + − −  



（单位：万元） 

已知生产这两种产品时，每千件产品均需消耗某种原料 2000kg，现有该原料

12000kg，问两种产品各生产多少千件时，总利润最大？最大利润是多少？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、跳一跳我能做什么？ 

1.在进行某项生产活动过程中，若投入的生产要素为 1 2 , nx x x, , ，

产出为 1 2( , )nu f x x x= , , ，资源总量 a 的受限于 1 2( , )nx x x a =, , 。

当 a的变化时，其对产出最优值 0u 有何影响？  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     2.攀岩爱好者进行攀岩活动,欲在山脚下寻找一上山坡度最大的

点作为攀登的点,该如何寻找呢? (假设小山的底面为 xoy坐标面，底部

所占区域为  2 2( , ) 75D x y x y xy= + −  ，高度为 2 2( , ) 75h x y x y xy= − − + ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



三、感受偏导数与全微分的妙用和价值（选择其一.以小组为单位集体

完成） 

1．偏导数与全微分在概念、运算、结论及应用方面的反问题（即

与概念相反的概念以及有关法则或结论成立与不成立的问题）与举例. 

2.许多大公司都会生产几种互相关联的产品。比如吉利公司会生

产刀片和刀架，福特公司会销售几种不同式样但具有竞争性的汽车。

你能解释大公司为什么要这样做吗？ 

3.洗衣服无论是机洗还是手洗，漂洗是一个必不可少的过程，而

且要重复进行多次.在漂洗次数与水量一定的情况下，如何控制每次漂

洗的用水量才能使衣物洗的最干净呢？ 

4.影子价格（也称最优计划价格）在企业管理中有广泛的应用，

是企业管理者进行科学决策必须要参考的重要依据之一。试研究影子

价格与拉格朗日乘数的关系. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



（三）总结反思学案 

思考、总结笔记： 

（1）求偏导数及全微分方法的学习，扩展了你解决哪些问题的方法？（举例说明） 

（2）掌握了利用偏导数进行弹性分析、确定空间曲面的切平面及法线和解决相应的

经济优化问题，扩展了你解决哪些问题的方法？（举例说明） 

（3）你在日常生活或你的专业学习中遇到了哪些经济优化问题？（举例说明） 

 

 

 

 

 

 

 

 

自我反思、感悟笔记 

（1）与前一章进行翻转课堂教学的学习比较，你认为自己的学习有改进吗？效率提

高了吗？还有什么需要改进的？给自己打个分吧(满分 100 分). 

（2）本部分的学习，你在数学思想、方法方面收获了什么（或得到了什么启示）？ 

 

教师评价： 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 


