
讨论题 10：积分的真面目 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于物理/几何的直观还原，另一个侧重于现实世

界中的积累过程，并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：从“微观瞬间”到“宏观总量”——破碎与重建的艺术 

讨论切入点： 

我们可以问学生一个问题：如何计算一滴一滴的水，最终是如何填满一个瓶子的？或者，我

们都知道汽车的速度表显示的是瞬时速度，那么汽车仪表盘上的里程表，又是怎么知道你到

底跑了多远的？ 

积分思想的真面目解读： 

1. 积分是“微分”的逆过程：由瞬时变化反推总量 

微分（导数）告诉我们的是每一个瞬间的变化率（比如：此刻的速度是 50 公里/小

时）。但如果我只知道你在每一瞬间的速度，我怎么知道你一小时总共走了多远？ 

o 朴素的想法：如果我一直以 50 公里/小时匀速行驶，那么 1 小时就是 50 公

里。 

o 现实的困境：速度一直在变，有时快有时慢。 

o 积分的解决方案：把时间切成无数个无限小的小段 𝑑𝑡，在每一个极短的 𝑑𝑡

内，速度 𝑣(𝑡)几乎不变。那么在这一小段内走过的距离就是 𝑣(𝑡)𝑑𝑡。最后，

把所有这些微小的距离累加起来，就得到了总路程。 

总路程 = ∫ 𝑣(𝑡) 𝑑𝑡
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这就是积分的真面目：把一个连续变化的量（速度），切成无限多个微小不变的片段（微元），

分别计算后累加成总量。 

2. 积分不是简单的“面积”，而是“累积” 

虽然我们在几何上把积分理解为求曲线下方的面积，但这只是它的几何直观。那个

“面积”之所以有意义，是因为它代表了纵坐标量（速度）对横坐标量（时间）的累积

效应。 

o 如果纵坐标是水流速度（升/秒），横坐标是时间（秒），那么曲线下的面积就

是总水量（升）。 

o 如果纵坐标是力（牛顿），横坐标是位移（米），那么曲线下的面积就是做的

总功（焦耳）。 

积分的真面目是：无论纵坐标是什么物理量，只要它随着横坐标变化，积分

就是对这个物理量在整个过程中的累积求和。 

课堂引导语： 

“想象你手里有一盒拼图。导数告诉你的，是每一块拼图的形状；而积分告诉你的，是如何

把这一堆零散的拼图块，拼成一幅完整的图画。积分就是让我们从‘知道每一刻的变化’，回

归到‘知道整个过程的总结果’。它是一门‘破碎后重建’的艺术。” 

 

参考答案二：生活中的“总量意识”——从自来水账单到 GDP 核算 

讨论切入点： 

为了让学生感到积分触手可及，我们可以抛开数学符号，直接从生活账单入手。比如：你家

月底收到一张自来水缴费通知单，自来水公司是怎么知道你用了多少水的？难道他们派个人



蹲在你家门口，看你一共开了多少次水龙头吗？ 

积分思想的真面目解读： 

1. 现实中的“测量困境” 

自来水公司不可能记录你每一秒钟的用水量。他们只在两个时间点读数：月初的数

字和月末的数字，一减就得出总用水量。 

但如果假设他们想知道你每天的用水量变化呢？比如为了分析用水高峰。他们不能

只在月初月末读两次数，而是需要更密集地读数（比如一天一次，甚至一小时一次）。 

这里就隐藏了积分的雏形：采样密度越高，得到的总量越精确。 

2. 连续信号的离散近似 

假设水流量 𝑓(𝑡)是随时间变化的。我们实际上无法真正“连续”地测量它，我们只能

每隔一段时间 Δ𝑡记一个数，然后用“矩形面积和”来估算总流量： 

总水量 ≈ ∑𝑓(𝑡𝑖)Δ𝑡 

 

这就是定积分的定义。当 Δ𝑡 → 0时，这个近似值就趋近于真实的积分值。 

3. 积分是“微观贡献”的宏观汇总 

更深一层看，积分体现了现代社会的总量意识。 

o GDP 的核算：一个国家的 GDP 是怎么算出来的？是把无数个微小企业、无

数个个体户、无数笔微小交易产生的价值累加起来得到的。虽然每一笔交易

很小（微元），但加起来就是国家一年的总财富。这就是经济学的“积分”。 

o 个人成长：你的知识积累也是这样。每天学习一点点（知识的增量），虽然

微不足道，但积分起来就是大学四年的总收获。 

4. 积分给出了总量与增量的关系 

微积分基本定理（牛顿-莱布尼茨公式）告诉我们： 

∫ 𝑓′
𝑏

𝑎

(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) 

 

这其实在说：如果你把每一个瞬间的微小变化（导数/增量）都累积起来，最终得到的就是

这段时间里的总变化量。这就像你每天往存钱罐里扔硬币（增量），一年后倒出来数总数（总

量），两者是相等的。 

课堂引导语： 

“积分离我们很远吗？不，你的每一笔支付宝账单，国家统计局每一次的经济普查，本质上

都在做积分。它就是把无数个细小的、不起眼的‘一瞬间’或者‘一小部分’，通过数学的力量，

汇总成一个有意义的‘总量’。积分让我们拥有了一种上帝视角：既能洞察微观的细节（微分），

又能把握宏观的总量（积分）。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这些例子后，你可以帮他们提炼出积分的核心哲学内涵： 

1. 极限思想是手段，累积是目的： 

积分不是故意要把时间切得无限小，而是因为现实中的变化是连续的，只有切得无

限小，才能保证在微元内近似得足够准，最后累加起来才能得到真实的总量。 

2. 积分是“整体”对“部分”的整合： 

我们生活在由无数个瞬间组成的世界里。积分提供了一座桥梁，让我们能从部分的

变化趋势（导数/微分），推导出整体的最终状态（积分）。 



3. 微积分基本定理：积分与微分的统一： 

这是积分最震撼的“真面目”——求一个函数的累积总量（积分），竟然和找它的反导

数（求原函数）是一回事。它揭示了“局部变化”与“全局累积”之间深刻的互逆关系。 

可拓展的课堂提问： 

• 如果我想知道过去十年我到底跑了多少公里，但我的运动手表只记录了每次跑步的

瞬时配速，没记总距离，我该怎么算出来？（利用速度对时间的积分） 

• 为什么说“罗马不是一天建成的”，但如果用数学的语言来描述这句话，是不是可以说

“罗马的总工程量是每天微小建筑量的积分”？ 

 


