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主题名称 极坐标系下二重积分的计算   相关知识点 二重积分 

所属课程 高等数学 授课时长 1 学时，45 分钟 

授课对象 大一经济类专业 教学资源 多媒体 

参考教材 

章节位置 

《高等数学及其应用》第二版 

第 9 章 重积分 

     9.2 节 二重积分的计算 

学情分析 

学生已经学习了二重积分的定义，通过积分学中分割、近似、求和、取极限步骤，

二重积分的值等于一个特殊和式的极限，然而在实际应用中要想利用这个特殊和式

的极限来计算二重积分，在通常情况下却是很难办到的，因此需寻找更简单的计算二

重积分方法。上节课我们学习了直角坐标系下二重积分的计算，但是对于一些特殊区

域或复杂函数，直角坐标系下二重积分的计算并不是很有效，或者根本算不出。本节

讲述的极坐标系下二重积分的计算可解决当积分区域为圆域或者圆域的一部分时，

或者被积函数为特殊情况时二重积分的计算。 

教学目标    

(1)掌握极坐标系下二重积分的计算法，熟练运用极坐标系求解积分区域为圆域

或者圆域的一部分时的二重积分；  

(2)掌握极坐标变换的同时，能联系前后学习的内容进行层次归纳与总结，形成

系统的知识层次与结构；  

(3)让学生体会数学研究与数学应用的乐趣，发展应用意识和解决问题的能力。  

教学重点 

极坐标系下二重积分的计算。 

教学难点   

积分区域的转化及积分限的确定。 

教学方法 

综合使用探讨式、启发式和讲授式的教学方法来完成教学内容。具体以情境教

学和问题驱动为主要教学方法，由教师提出一系列环环相扣的问题，在教师的启发
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和引导下，学生自主分析、探索，并在探索的过程中掌握转化成极坐标系下的二重

积分的计算。 

教学内容与过程 

一、 创设情境，兴趣导入（5 分钟） 

请同学们先分析如下模型： 

人口统计模型   在对人口统计中发现，每个城市的市中心人口密度最大，离市中心

越远，人口越稀少，密度越小。2016 年，某城市的人口密度为
2 2( )( , ) x yx y e − +=               

（万人/km2），其中(x,y)是以某中心城市为原点所构建的直角坐标系下的区域内一点。

试求距市中心 a km区域内的人口数。 

 
【分析】我们知道了人口密度函数，其中(x,y)是以某中心城市为原点所构建的直角坐

标系下的区域内一点。考虑到人口总数是区域面积和人口密度的乘积得到的，那么

区域 D内的人口总数可以通过下面积分得到： 

( , )
D

x y d 
 

因此问题转化为： 

计算
2 2x y

D

e d− +

   其中 2 2 2:D x y a+    

解：直角坐标系下计算二重积分， 

X-型区域：
2 2 2 2x y x y

D D

e d e dxdy− + − += 
 

2 2
2 2

2 2

( )
a a x

x y

a a x
dx e dy

−
− +

− − −
=  

 
   

2ye dy−

  无法用初等函数表示，无法计算； 
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Y-型区域： 2 2 2 2x y x y

D D

e d e dxdy− + − += 
2 2

2 2

2 2

( )
a a x

x y

a a x
dy e dx

−
− +

− − −
=    

2ye dx−

 无法用初等函数表示，无法计算。 

用直角坐标下二重积分的计算法无法求出上述二重积分。 

【问题提出】如何计算此二重积分？ 

本节课将会解决这个问题，引出本节课的学习内容：极坐标系下二重积分的计

算。   

设计意图： 

创设贴近生活的问题情境，反映数学的应用价值，激发学生思考，体会数学无处

不在。由实例出发，对问题探究，更能激发学生兴趣。同时为极坐标系下二重积分的

计算奠定实际背景。 

二、几何分析，归纳方法（10 分钟） 

1. 极坐标系下二重积分化二次积分的变换公式 

按照二重积分的定义有 ，现研究这一和式极限在

极坐标中的形式。 

用以极点 O 为中心的一族同心圆 常数以及从极点出发的一族射线 常数，

将 剖分成若干个小闭区域。除了包含边界点的一些小闭区域外，小闭区域 的面

积可如下计算 

     

其中， 表示相邻两圆弧半径的平均值。 

（数学上可以证明：包含边界点的那些小闭区域所对应项之和的极限为零，因此，这

样的一些小区域可以略去不计） 

在小区域 上取点 ，设该点直角坐标为 ，由直角坐标与极坐标的

关系有 ， 

于是 ， 
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即 . 

由于 也常记作 ，因此，上述变换公式也可以写成更富有启

发性的形式 

                              (＃) 

(＃)式称之为二重积分由直角坐标变量变换成极坐标变量的变换公式，其中，

就是极坐标中的面积元素。 

(＃)式的记忆方法： 

  

连续启发，层层推进 

2. 极坐标系下二重积分的计算法 

极坐标系中的二重积分，同样可以化归为二次积分来计算。 

a)极点在积分区域 D内， 

:D )(020  rr  ， ， 

则   =
 


2

0

)(

0
)sin,cos()sin,cos(

r

D

rdrrrfdrdrdrrf . 

b)极点在积分区域 D的边界上， 

:D )(0  rr  ， ， 

则   =







)(

0
)sin,cos()sin,cos(

r

D

rdrrrfdrdrdrrf . 

c)极点在积分区域 D之外, 

:D )()( 21  rrr  ， ， 

则   =









)(

)(

2

1

)sin,cos()sin,cos(
r

r
D

rdrrrfdrdrdrrf . 

 

 

 

由上面的讨论不难发现，将二重积分化为极坐标形式进行计算，其关键之处在于：
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将积分区域D用极坐标变量 ,r 表示成形式 )()( 21  rrr  ， . 

设计意图： 

以学生的常见思维角度提出问题，利用问题引导学生思考，通过问题将授课内容

引出来，以便吸引学生的学习兴趣。 

三、拓展深化，强化训练 

回到前面的例题，例 1.  计算 
2 2x y

D

e dxdy− −

  其中 2 2 2D x y a+ ：  （10分钟） 

解： 在极坐标系下，积分区域变为 ( , ) | 0 2 , 0r r a       

因此，二重积分变为 

2 2 2x y r

D D

e dxdy e rdrd− − −= 
22

0 0

a
rd e rdrd



 −=    

              
22

2

0 0

1
( )

2

a
rd e d r



 −= − − 
22

0

1
( 1)

2

ae d


−= − −  

例 2. 计算
2 2( + )

D

x y dxdy 其中 D是由 2 2 =2 ,x y x+ 2 2 =4x y x+ 及直线
3

,
3

y x y x= = 围成的平面

闭区域。 

【分析】根据已知，画出积分区域，如图所示。 

 

 

 

 

 

同学们尝试化成极坐标下记性进行计算。 

【问题提出】请同学们总结上述两道问题的积分区域特点。 

上述两道例题，例 1 用直角坐标系下的二重积分计算不出来，例 2 用直角坐标系

下的二重积分计算比较困难，对于上述两种情况我们考虑用极坐标系下的二重积分

进行计算。由此归纳总结出： 

【总结】使用极坐标系下二重积分计算的原则（17 分钟） 

a) (1)积分区域为圆面、圆环、扇形或扇面等区域时，一般选择在极坐标下将二重积分
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化为二次积分来计算；  

               

(2)被积函数表示式用极坐标变量表示较简单（含  ,)( 22 yx + 为实数，或 x

y
），也

可采用极坐标系下二重积分的计算。 

例 3. 计算二重积分 arctan
D

y
d
x
 ，其中 D是由

2 21 4, 0,x y y y x +    围成。 

解：积分区域用极坐标表示为： 

{( , ) 0 ,1 2}
4

D r r


 =      

于是 
2 2

24 4

0 1 0 1

3
arctan =

64
D

y
d d rdr d rdr
x

 

     = =      . 

【练习】计算二重积分
2 21

D

x y d− − ，其中 D是由 2 2x y x+  围成。 

【内容总结】计算二重积分的关键是如何选择适当的坐标系以及根据积分区域进一

步确定累次积分的上下限。综合上面的例题归纳、总结如下： 

(1) 当积分区域为 X-型区域，Y-型区域或可分成若干个无公共内点的 X-型区

域，Y-型区域时，一般选择在直角坐标系下将二重积分化为累次积分来计算；而当

积分区域 D为圆面、圆环、扇形或扇环等区域时，一般选择在极坐标系下将二重积

分化为累次积分来计算。 

(2) 在确定了坐标系后，最重要的环节就是根据积分区域的几何形状确定积分

限。 

(3) 积分次序的选择对二重积分的计算有较大影响。有时积分次序选择不合

适，根本无法计算出积分值。因此还要根据被积函数的特点选择合适的积分次序。 

设计意图： 
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采用连续启发式分析问题，更有利于学生对极坐标系下二重积分的计算的掌握。

通过实例分析，培养学生观察、分析、比较和归纳能力。 

四、小结概念，总结方法（3 分钟） 

1. 二重积分极坐标下的计算公式 

  =









)(

)(

2

1

)sin,cos()sin,cos(
r

r
D

rdrrrfdrdrdrrf ； 

2. 使用极坐标系下二重积分计算的原则 

【思考】写出积分 ( , )
D

f x y d 的极坐标二次积分形式， 

 

【课后作业】  课本 475 页  3, 4, 5 

五、板书设计，条理清晰 

力求条理清楚，便于学生掌握极坐标下二重积分的计算。 

1. 二重积分极坐标下的计算公式 

  =









)(

)(

2

1

)sin,cos()sin,cos(
r

r
D

rdrrrfdrdrdrrf ； 

2. 极坐标系的变换公式。 

教学总结 

二重积分在高等数学中占有非常重要的地位，几乎触及到数学的各个范围。因此

学会二重积分的计算方法特别重要。本节主要讨论了利用极坐标系化二重积分为累

次积分的方法。通过实际问题引入，提高学生的学习兴趣。采用引导发现式，变教

授为导学，让学生学会思考和学习，尽可能的调动学生学习的主动性和积极性。 

 


