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主题名称 第二个重要极限 相关知识点 连续复利、极限 

所属课程 高等数学 授课时长 1 学时，45 分钟 

授课对象 国财务类专业一年级 教学资源 多媒体 

参考教材 

章节位置 

《高等数学及其应用》第二版 

第 2 章  极限与连续 

      2.2 节  函数极限的性质及运算法则 

学情分析 

极限理论引入之后，两个重要极限作为极限理论的基础内容，是解决极限问题

的一种有效的方法，两个重要极限是研究初等函数求导公式的一个工具，在微积分

的计算和整个微积分思想中起着举足轻重的作用。本课的授课对象是国际教育合作

学院国财务类专业大一学生。在交流合作中，专业素养与知识基础是财务管理的基

石，与数学有着十分密切的关系，很多现象和理论都能够用数学知识去解释。微积

分作为数学知识的基础，是学习财务学的必备知识。极限概念是微积分中最基本的

概念，因此，用极限思想方法指导财务学中相关概念的学习，对于掌握财务学中的

重要概念有很大的帮助。 

此前学生已经掌握了极限的概念和部分极限的运算方法。对于 e 这个特殊的无

理数，学生知道它是自然对数的底，但又不知道它从何而来，了解甚少，对它充满了

好奇。因此，通过推理和证明得到第二个重要极限的值为 e 时，同学们的思维能力，

以及解决问题的能力都会加强。 

教学目标    

知识技能目标 

了解第二个重要极限的知识背景。 

数学方法目标 

培养学生质疑问题、解决问题的能力和相关知识的迁移能力。 

情感态度目标 

专业问题的引入可以激发学生的学习兴趣，明确高等数学的实用性，体会数学

思想和数学方法的精妙，进而培养学生主动探索和创新的科学精神。通过讲解欧拉

的历史故事，提高同学们的热情，感受伟大人物对于历史，科学，政治的推动作用。 
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教学重点 

正确理解第二个重要极限及其推广的变形式，并能运用公式及其变形式解决有

关函数极限的计算问题。 

教学难点   

利用第二个重要极限求极限。 

教学方法 

第二个重要极限在财务管理中尤为重要。为了体现它的优势，本节课通过引用复

利模型，把理论与实际相关联，采用启发式教学方法，探究式教学方法和迁移教学方

法，构建以专业问题为背景的数学模型教会学生主动提出问题、研究问题和解决问题

的能力，让学生步步深入教学内容，提高学习的效果，从而更助于学生掌握本节课的

知识，加强应用能力。 

教学内容与过程（五个步骤） 

一、创设情境，兴趣导入（3 分钟） 

通过介绍复利问题引入本课内容。 

【问题提出】现有本金 1
0
=P 万元存入银行，假设年复利率为 1=r 。如何计息，使得

一年后的本息和最大？如果一年结息一次，本息和是多少？如果每半年结息一次，以

及每月结息一次，或每天结息一次，本息和是多少呢？如果分分秒秒都在计息，本息

和又是多少呢？ 

设计意图：  

一方面有助于引起学习兴趣，让学生认识到今天所讲的重要极限非常有意义，从

而激发其求知欲望；另一方面通过介绍复利问题，使学生初步体会认识重要极限在财

务管理学中的应用。 

学生在如何解决此类问题的疑问下引出第二个重要极限： 

1
lim 1

n

n n→

 
+ = 

 
？ 

二、几何分析，归纳公式（4 分钟） 

观察图表及动画： 
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【分析】 通过图形及表格，我们发现当 n 无限增大时，数列
1

1

n

n

 
+ 

 
是逐渐增大的，

但是不论 n 如何大，
1

1

n

n

 
+ 

 
的值有一个上界，总不会超过 3。 

设计意图： 

通过对 n 取一些特殊值，让学生体会数列
1

1

n

n

 
+ 

 
取值的变化趋势，引导学生自

主分析这种趋势并进行归纳。利用取值变化表，让学生观察比值的变化趋势，并通过

图像猜想，体会数形结合思想的作用。从而引出
1

lim(1 )n

n
e

n→
+ = . 

三、连续启发，层层推进 

1. 重要极限 e
n

n

n
=








+

→

1
1lim 的推导（15 分钟） 

通过准则Ⅱ（单调有界数列必有极限）完成重要极限初始型的证明，从而完成

从直观感觉到认知水平的升华。 

要证明一个数列的极限存在，首先我们假设
1

(1 )n

na
n

= +  现证明数列 na 是单调

有界的（即单调增有上界；或单调减有下界）。 

    通过二项式展开公式： 
=

−=+
n

k

kknk

n

n
baCba

0

)( ，得 
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1
(1 )n

na
n

= +

2 3

1 ( 1) 1 ( 1)( 2) 1 ( 1)    ( 1) 1
1     

1! 2! 3! ! n

n n n n n n n n n n

n n n n n

− − − −    − +
= +  +  +  +    +   

1 1 1 1 2 1 1 2 1
1 1 (1 ) (1 )(1 )     (1 )(1 )    (1 )

2! 3! !

n

n n n n n n n

−
= + + − + − − +    + − −    −   

类比可得 

1

1 1 1 1 2
1 1 (1 ) (1 )(1 )

2! 1 3! 1 1
na

n n n
+ = + + − + − − +

+ + +
 

1 1 2 1
(1 )(1 )    (1 )

! 1 1 1

n

n n n n

−
+ − −    −

+ + +

1 1 2
(1 )(1 )    (1 )

( 1)! 1 1 1

n

n n n n
+ − −    −

+ + + +
  

比较
na  

1na +
的展开式，可以看出除前两项外，

na 的每一项都小于
1na +
的对应项，并

且
1na +
还多了最后一项，这一项的值大于 0 因此

1n na a + ，说明数列 na 单调递增。 

    接下来只需要证明有上界即可。因为
na 的展开式中各项括号内的数都是 1 减去

一个值，通过放缩，用较大的数 1 代替，得 

2 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

2! 3! ! 2 2 2
n n

a
n −

 + + + + +  + + + + +  

1

1
1

121 3 3
1 2

1
2

n

n−

−

= + = − 

−

 

说明数列 na 有上界。根据单调有界定理得，数列 na 单调增有上界必有极限。这个

极限我们用 e 来表示。 即 

1
lim(1 )n

n
e

n→
+ =  

【教师引导】1728 年，瑞士数学家 Euler（1707-1783）首先用 e（自然数或欧拉数）

表示这个极限。e 是个无理数，它的值是 

e=2 718281828459045    

指数函数
xy e= 以及对数函数 lny x= 中的底 e 就是这个常数。 

【问题】上面的极限中的正整数 n 改为实数 x 会有同样的结论吗？是否存在

e
x

x

x
=+

+→
)

1
1(lim ？如果成立，当 ,−→x 是否存在 e

x

x

x
=+

−→
)

1
1(lim ？ 

设计意图： 

嵌入数学史，让学生了解数学大师发现重要极限的过程，感叹数学的伟大成就。 
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【分析】当 1x 时，由取整函数得， 1][][ + xxx ，因此有下面的关系式成立： 

大小 大小 + x

x
)

1
1(  

即 

1][][ )
][

1
1()

1
1()

1][

1
1( +++

+
+ xxx

xxx
。 

由夹逼准则，只需要得到左右两边的极限值为 e，即可证明 e
x

x

x
=+

+→
)

1
1(lim 。 

左侧极限为： ,)
1][

1
1(lim)

1][

1
1(lim)

1][

1
1(lim 11][][ e

xxx x

x

x

x

x
=

+
+

+
+=

+
+ −

+→

+

+→+→
 

右侧极限为： ,)
][

1
1(lim)

][

1
1(lim)

][

1
1(lim ][1][ e

xxx x

x

x

x

x
=++=+

+→+→

+

+→
 

因此， e
x

x

x
=+

+→
)

1
1(lim 。 

当 x →−时，令 ,tx −=   

.)
1

1
1(lim)

1

1
1(lim

)
1

1
1(lim)

1
(lim)

1
(lim)

1
1(lim)

1
1(lim

1 e
tt

tt

t

t

t

tx

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

x

x

=
−

+
−

+=

−
+=

−
=

−
=−=+

+→

−

+→

+→+→

−

+→

−

+→−→

 

2.公式剖析,例题解析（15 分钟） 

【问题提出】请同学们观察
1

lim(1 )x

x
e

x→
+ = 特点。 

【教师总结】(1)极限形式 x →；(2)括号里面底数位置是
1

1
x

+ ，趋近于 1，括号外

指数位置是 x，趋近于；(3)括号内外互为倒数。第二个重要极限可以推广为下面两

个式子： 

 

【本质】(1) −1 型未定式；(2) 内外互为倒数。 
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例 1.    求 xx
x

1

)1(lim
0

+
→

 

解：    令
x

u 1= ，当 0→x 时， →u ，于是有 =+
→

xx
x

1

)1(lim
0

eu

uu
=+

→
)1(lim 1

.  

例 2.    求
1

lim 1

x

x x→

 
− 

 
 

解：     原式=
1

lim 1

x

x x→

 
+ 
− 

( )1
1

lim 1

x

x x

−  −

→

 
= + 

− 

1

1
lim 1

x

x x

−
−

→

  
= +  

−   

 

1

1
= lim 1

t
x t

t t

−
− =

→

  
+  

   

令

=
1.e−

 

例 3.    求
x

xx
)1(lim 2−

→
 

解：    令 2
u

x
= − ，当 →x 时， 0→u ，于是有 

                =−
→

x

xx
)1(lim 2 2

2

00

12

)1(lim)1(lim −
−

→

−

→
=





+=+ euu uu

uu
.  

例 4.    求
2

lim
1

x

x

x

x→

− 
 

+ 
 

解：    因为
2 3

1
1 1

x x
x

x x

−   
= −   

− +   
，令

3

1
u

x
= −

+
，那么 ( )

3
12

1
1

x

u
x

u
x

− −− 
= + 

− 
，于

是有 

                ( )
( )( )
( )

1

3

3

1 3

1
0 0

12
lim lim 1 lim

1 1

u

u

x

x u u

ux
u e

x u

−

− − −

−
→ → →

+− 
= + = = 

+  +
.  

此题也可以按下面方式做： 

                3
2

)11(lim

)21(lim

11

21
lim

1

2
lim −

−

→

→

→→
==

+

−
=

















+

−
=









+

−
e

e
e

x
x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

熟练以后可以不引入中间变量。 

【教师总结】应用重要极限求极限时，要抓住其本质（
1 -型），即在趋近方式是 0→

还是 → ，都有： 
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                         e=+ 零零
1

)1lim(  

极限号下面没有写出自变量的变化趋势，因为那不是主要问题，关键是在自变量

的变化趋势下是无穷小量，底数位置趋近于 1，指数位置趋近于。内外互为倒数

（括号里面的分式与括号外的指数互为倒数，且括号里面的分式之前为“1+”）。 

设计意图： 

让学生体会第二个重要极限探讨的必要性，在教师的引导下尝试，体会换元法、

转化思想在数学解题中的重要作用。通过上面的例题再次强调重要极限内涵以及在

做题时怎么凑成内外（强调括号里面是“1+”的情况下内外的具体含义）互为倒数。 

【课堂练习】求
2

lim .
2

x

x

x

x→

+ 
 

− 
（5 分钟） 

解：（方法 1）原式
2 4 4

lim lim 1
2 2

x x

x x

x

x x→ →

− +   
= = +   

− −   

4
2

2
4

4

4 4
lim 1 1

2 2

.

x

x x x

e

−

→

 
    = + +   
 − −   
 

=

 

    （方法 2）原式

22 lim 1+1+

lim
2 21 lim 1

xx

x

xx

x

xx

x x

→

→

→

  
    = = 
  − −    

2
4

2
.

e
e

e−
= =  

【拓展练习 1】
2

2seclim(1 cos ) x

x
x

→
+

 

【拓展练习 2】 )0()
2

1(lim)( +=
+→

t
t

x
xf t

t
，求 )2(lnf

 

设计意图： 

及时练习，巩固学生对重要极限内涵的理解。 

四、小结概念，总结方法（3 分钟） 

1.研究第二重要极限公式的意义； 

2.应用第二重要极限公式解题的关键，要抓住其本质（
1 -型），即在□ 0→ 下有： 

                         
1

lim(1 ) e+ =
 

3.
 公式拓展为下面两个公式： 
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.1lim,
1

1lim

1

0
ee =+=+

→→

变量

变量

变量

变量
变量）（和）

变量
（

 

【课后作业】 课本 93 页 6(4)-(8)，9 

【课外拓展】 [1]  Eli Maor 著.《e 的故事—一个常数的传奇》[M].北京：人民邮电

出版社，2011 年. 

[2]  陈仁政主编.《不可思议的 e》[M].北京：科学出版社，2005 年.            

下节预习任务 函数极限的性质及运算法则 

五、板书设计，条理清晰 

 

教学总结 

本次授课利用连续复利问题，通过设计问题情境，引出第二个重要极限，有助于

提高学生的学习兴趣，引导学生自主形成幂指函数模型的意象表征。通过对实际问题

的观察，对表格与图像的分析讨论、探索、猜想，让学生进行归纳提炼，在探究中进

一步形成重要极限公式的心理表征，培养学生观察，归纳，严格证明的学习方法，且

进一步认识转化思想在数学解题中的作用。 

本节课重点在于第二个重要极限的证明和应用，当提出第二个重要极限为 e 时，

接着引入数学家欧拉的故事。欧拉不到 10岁自学《代数学》，13岁考入巴塞尔大学，

拜师伯努利；15岁大学毕业；16岁硕士毕业；从 19岁到 76岁，欧拉一生共写下了

886篇书籍和论文，内容涉及代数、几何，数论、分析、力学、天文学、航海学、建

筑学等多个领域。作为法国科学部主任，由于工作废寝忘食，也不顾身体健康，59岁

时，发烧导致双目失明，不得不退任科学部主任一职。后来去了前苏联，受到女皇的

亲自迎接，推动了沙皇俄国的数学和军工的发展。虽然说历史是人民创造的，但是英
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雄人物推动了历史的发展。甚至后来两国交战，都不允许打欧拉的住所，体现了世界

对科学家的尊重。 

通过介绍欧拉的故事，让同学们感受到所有伟大的人物对于历史的推动作用，

转到中国历史来看，为什么中国选择了共产党？为什么中国选择了社会主义？这是

人民的选择，是领袖毛泽东根据我国的基本国情的选择。实践表明：中国共产党领

导下的中国顺应了历史的发展，在历史的长河中生生不息。使得同学们在情感上产

生共鸣，产生血浓于水的亲和力，增强民族自豪感。这也是结合本节内容，对同学

们进行思政教育的切入口。 

融入历史重现、数学大师领悟和应用典范，让学生感受数学的研究背景和重大成

就；巧设思考拓展，培养学生的创新意识与应用能力。 
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