
讨论题 12：不规则平面图形面积的逼近 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于古典的数值积分方法（黎曼和与梯形法），另

一个侧重于现代的数据驱动方法（样条插值与离散点拟合），并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：黎曼和与梯形法则——从“割圆术”到数值积分 

困惑描述： 

你有一张湖泊的遥感图像，或者一片树叶的扫描图，想计算它的面积。你不能像求圆面积那

样套用公式，也没有明确的函数表达式。如何用数学工具估算它的面积？ 

数学模型的解读： 

1. 溯源：割圆术的启示 

我们可以回顾一下中国古代的“割圆术”。刘徽用正多边形逼近圆，边数越多，多边形

面积越接近圆面积。这其实就是极限思想的萌芽。 

对于任意不规则图形，我们同样可以用简单的多边形去逼近它。比如在图形边界上

取一系列点，连成一条折线，用折线围成的多边形面积近似代替原图形面积。 

2. 直角坐标系下的矩形逼近 

假设不规则图形可以被夹在两条曲线之间（即可以表示为 𝑦 = 𝑓(𝑥)和 𝑦 = 𝑔(𝑥)围

成的区域，且 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)）。虽然 𝑓和 𝑔可能没有解析表达式，但我们可以通过测

量获得一些离散点上的函数值。 

将区间 [𝑎, 𝑏]划分为 𝑛个小区间，每个小区间宽度 Δ𝑥。在每个小区间上，用矩形代

替曲边梯形： 

o 左矩形法：用左端点的函数值作为矩形的高。 

o 右矩形法：用右端点的函数值作为矩形的高。 

o 中点矩形法：用区间中点的函数值作为矩形的高。 

面积近似为： 
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其中 𝑥𝑖
∗是第 𝑖个小区间上的代表点。 

3. 梯形法的改进 

矩形法简单但误差较大。一个自然的改进是用梯形代替矩形： 
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梯形法的误差阶是 𝑂((Δ𝑥)2)，比矩形法的 𝑂(Δ𝑥)高一阶。这意味着当区间细分时，梯形法

收敛得更快。 

4. 更精确的辛普森法 

如果进一步提高精度，可以用抛物线代替直线，这就是辛普森法。它用每三个点拟

合一条抛物线，然后计算抛物线下的面积。误差阶可达 𝑂((Δ𝑥)4)。 

5. 误差分析与取舍 

在实际应用中，并不是方法越复杂越好。如果测量数据的精度本身不高（比如手描

的树叶轮廓），用高精度方法可能意义不大，反而增加了计算量。这体现了数值分析



中的一个重要思想：方法的精度要与数据的精度相匹配。 

课堂引导语： 

“刘徽用正 3072 边形逼近圆，得到了圆周率的精确近似。今天我们面对更不规则的图形，思

路其实一样——用简单图形去逼近复杂图形。从矩形到梯形到抛物线，每一步改进都在告诉

我们：只要你愿意付出更多计算，就能获得更高精度。这就是数值逼近的核心。” 

 

参考答案二：样条插值与离散点拟合——从“测量数据”到“光滑曲线” 

困惑描述： 

你手里没有连续的曲线方程，只有通过测量得到的一串离散点坐标（比如用 GPS 绕着湖泊

走一圈，每隔一段距离记录一个点）。怎么用这些离散点估算湖泊面积？ 

数学模型的解读： 

1. 问题的转化 

我们有 𝑛个点 (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2),… , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)，按顺序排列，围成一个封闭多边形。最

直接的方法就是把这个多边形当作原图形的近似，用多边形面积公式计算。 

2. 鞋带公式（Shoelace Formula） 

对于有序的顶点 (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2),… , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)（首尾相连），多边形面积可以用以下公

式计算： 
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这个公式本质上是格林公式的离散形式。它把曲线积分转化为了离散点的求和。 

3. 采样密度与逼近精度 

用多边形逼近的精度取决于采样点的密度。如果湖泊边界弯弯曲曲，而采样点太稀

疏，就会丢失大量细节，造成较大误差。 

数学上，如果边界的曲率很大，就需要在曲率大的地方加密采样点。这引出了自适

应采样的思想。 

4. 样条插值：还原光滑边界 

如果希望得到更精确的逼近，可以先对离散点进行样条插值，用光滑的样条曲线连

接这些点，然后再对样条曲线围成的区域求面积。 

样条插值保证了曲线通过所有测量点，并且在连接点处光滑（一阶甚至二阶导数连

续）。这样得到的边界更接近真实情况。 

5. 面积计算 

得到样条曲线的参数方程 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇]后，面积可以用格林公式的积

分形式计算： 
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这个积分可以用数值积分方法（如高斯求积）计算。 

6. 现实应用 

这种方法广泛应用于地理信息系统（GIS）。用 GPS 采集湖泊边界点，软件会自动进

行样条插值或直接用多边形近似，快速计算出面积。 

课堂引导语： 

“当你拿着 GPS 绕湖走一圈，你得到的只是一串离散的点。但这些点背后，藏着一个连续的



边界。数学给了你两种选择：要么直接用线段连起来（多边形近似），简单粗暴；要么用光

滑的曲线穿过去（样条插值），更接近真实。无论哪种选择，最终都要回归到积分——要么

是离散的鞋带公式，要么是连续的格林公式。这就是从数据到积分的桥梁。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这两个例子后，你可以帮他们梳理出面积逼近问题中的核心数学思想，以及

不同方法的适用场景： 

方法 数学工具 优点 缺点 适用场景 

矩形法/梯

形法 

黎曼和、数值积

分 
简单直观、计算量小 

需要知道边界上

的函数值 

边界可表示为函数、

有采样点 

辛普森法 
抛物线插值、数

值积分 
精度高、收敛快 需要等距采样点 

函数光滑、采样点规

则 

多边形逼

近 

鞋带公式、格林

公式 

直接使用离散点、计

算简单 

精度受采样密度

限制 

GPS 测量、离散点数

据 

样条插值+

积分 

样条函数、参数

积分 
边界光滑、精度高 

实现复杂、计算量

大 

高精度要求、边界弯

曲 

可拓展的课堂提问： 

• 如果边界是分形（如海岸线），随着测量尺度变细，测得的面积会怎样变化？（引出

分形维数与 coastline paradox） 

• 如何用蒙特卡洛方法验证梯形法的计算结果？（引出不同方法的相互验证） 

• 在实际测量中，采样点应该均匀分布，还是在曲率大的地方加密？为什么？ 

• 如果测量点有噪声（GPS 误差），直接用多边形逼近和先用平滑滤波再逼近，哪种更

好？ 

 


