
讨论题 4：可导函数图形的特点 
 

以下为你提供两个参考答案，分别侧重于宏观几何特征和微观局部性质，并附带了课堂

上可以引导的讨论方向。 

参考答案一：宏观视角——没有“尖角”与“断裂”的连续之美 

讨论切入点： 

我们可以引导学生观察生活中的轨迹，比如过山车的轨道设计，或者高铁的运行线路。为什

么过山车的轨道必须设计成平滑的曲线，而不能有折角？为什么高铁在加速过程中不能瞬间

从静止跳到一个极高的速度？ 

可导函数图形特点的解读： 

1. 图形必须是连绵不断的（连续性） 

可导必然连续，这是最基本的一点。如果图形在某点断开了（比如分段函数有跳跃），

那么在那一点我们根本无法谈论变化率，因为函数值本身都发生了突变。反映在生

活中，就是物体的位移不能发生瞬时的跳跃（除非是科幻小说里的空间传送）。 

2. 图形必须是光滑的，没有尖角（导数的唯一性） 

这是可导函数最关键的几何特征。在可导的点，函数图形有且只有一条确定的切线。 

o 尖点的反例：函数 𝑦 =∣ 𝑥 ∣在 𝑥 = 0处是连续的，但它有一个尖尖的拐角。

当从左边趋近时，切线的斜率是-1；从右边趋近时，斜率是+1。因为左右导

数不相等，所以该点不可导。 

o 几何直观：可导函数的图形就像一条被轻轻弯曲的光滑曲线，你在上面画任

何一点，都能唯一地画出一条切线，而不会让你纠结于“到底是画这根线还是

那根线”。 

3. 图形是局部“不震荡”的（排除剧烈震荡） 

还有一种不可导的情况是图形在某点附近震荡得过于剧烈。例如，函数 𝑦 = 𝑥sin⁡
1

𝑥

（补充定义 𝑥 = 0时为 0）在 𝑥 = 0附近虽然连续，但震荡频率无限加快，导致无法

确定切线。因此，可导函数的图形在宏观上看起来是“规矩”的，不会在某一点附近呈

现无限次上下抖动的病态特征。 

课堂引导语： 

“想象一下，如果你用一辆车来描绘函数图像。可导函数意味着你不仅能一直开下去不脱轨

（连续），而且在任何时刻方向盘都是平顺转动的，不会出现需要在一瞬间把方向盘从最左

打到最右的急转弯（尖点）。这辆车行驶的轨迹，就是一条光滑的曲线。” 

 

参考答案二：微观视角——“局部线性化”的近似之美 

讨论切入点： 

我们可以从一个非常实用的问题开始：地球是球面（曲面），为什么我们在日常生活中感觉

地面是平的？或者，为什么用放大镜看一条光滑曲线，它看起来越来越像一条直线？ 

可导函数图形特点的解读： 

1. 图形具有“可放大性” 

可导函数图形最深刻的一个特点是：当你无限放大图形上的某一点时，图形会越来

越接近一条直线（该点的切线）。这就是“局部线性化”。 

o 对比：对于不可导的尖点（如 𝑦 =∣ 𝑥 ∣在 0 点），无论你怎么放大，那个尖角

永远都在，它始终是那个折线的形状，不会变成一条平滑的直线。 



2. 图形可以用直线来近似（微分𝑑𝑦的几何意义） 

既然图形在微观上可以看成直线，那么当我们研究函数在某点附近的变化时，就可

以用切线的变化来近似函数的变化。 

o 对于可导函数，当自变量 𝑥发生一个微小的改变 Δ𝑥时，函数值的实际变化 

Δ𝑦与切线上对应的增量（微分 𝑑𝑦）之差，是比 Δ𝑥更高阶的无穷小。这意味

着在微观世界里，用切线代替曲线进行近似计算，误差微乎其微。 

o 这就是为什么所有的测量仪表（如温度计、电流表）在设计时，都希望它的

响应曲线是线性的（或在工作点附近可导且导数稳定），因为这样我们才能

用简单的比例关系去推算真实值。 

3. 图形具有“渐变性” 

可导函数图形的斜率（导数）是连续变化的（注意，这里指一阶导数函数不一定连

续，但图形本身暗示了斜率没有突变）。这意味着曲线的弯曲是渐变的，不会出现曲

率突然断裂的情况。 

课堂引导语： 

“想象你站在一个巨大的光滑球面上（比如地球）。你往脚下看，感觉脚下是一个平面。这就

是可导函数的魅力——虽然整体上看它可能千变万化，弯弯曲曲，但在任何一个微观的局部，

它都‘妥协’于一条简单的直线。这种‘大处着眼，小处着手’的性质，正是微积分能够用简单的

线性工具去研究复杂非线性函数的基础。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这些例子后，你可以帮他们提炼出可导函数图形的核心特点，形成一个清晰

的对比框架： 

特点维度 可导函数图形 反例图形（不可导点） 

连续性 连绵不断，没有断裂 有断裂点（跳跃间断） 

光滑性 光滑圆润，没有拐角 有尖点（如 (y= x ) 的零点） 

局部形态 无限放大后趋近于直线 无限放大后仍是折角或震荡   

切线 存在唯一且不垂直于 x 轴的切线 切线不存在或切线垂直于 x 轴   

趋势 变化率（斜率）渐变 变化率（斜率）突变或无定义   

 


