
专题一 中值定理

一 主要内容

1罗尔定理：  xfy  ，1  ba, 连续 2  ba, 内可导 3    bfaf  ，则存在  ba,

有   0 f

2 拉格朗日中值定理：  xfy  ，1  ba, 连续 2  ba, 内可导，则存在  ba, 有

      afbfabf  

3柯西中值定理：    xgxf , ，1  ba, 连续 2  ba, 内可导，   0 xg ，则存在  ba,

有
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4积分中值定理：  f x 在  ba, 上连续，则存在 [ , ]a b  有     
b

a
f x dx f b a 

5 介质定理：  f x 在  ba, 上连续， m,M 分别为最小值和最大值，则对任何

(m,M)c ，存在  ba, ，有  f c 

二 主要题型

题型 1 结论中只有一个中值

方法：原函数法—通过构造原函数用罗尔定理证明

经典例题

例 1设 naaa ,, 21 满足关系式   0
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aaa nn ，证明方程
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内至少有一实根

例 2设    xgxf , 在  ba, 上连续，证明存在  ba, 使得
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如何构造辅助函数

常用辅助函数：

1        xfxkfxfexF kx  



2        xfxxkfxfxxF k  

3           xfxfxfxfexF x  

4            xfxGxfxfexF xG 

注：需灵活掌握辅助函数的构造

经典例题

例 3  xf 在  1,0 上连续，在  1,0 内可导，     01,10  ff ，证明存在  1,0 使

    02   ff

例 4  xf 在  1,0 上连续，在  1,0 内可导，     01,1
2
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（1）存在 

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， 有    f （2）对任意实数 k，存在   ,0 使

     1  fkf

例 5设  xf 在  1,0 上二阶可导，且    10 ff  ，证明至少存在一点  1,0 ，使

得    

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方法：罗尔定理和介值定理、积分中值定理联合使用

例 6  xf 在  1,0 上可导，    dxxfef x  3
1

0

131 ，证明存在  1,0 使     0  ff

关于介质定理的一个结论：  f x 在  ba, 上连续， 1 2 na x x x b     ，则存在

[ , ]a b  使    
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例 7设  xf 在  3,0 上连续，在  3,0 内可导，且       3210  fff ，   13 f ，

证明存在  3,0 使得   0 f

例 8设  xf 在区间  3,0 上可导，且满足      
3

2
210 dxxfff ，证明至少存在一



点  3,0 ，使得   0 f

题型 2 结论中有多于一个中值点

（1）方法：自己在中间找一个点，两边分别使用中值定理

例 9  xf 在  1,0 上可导，     11,00  ff ， 1321   ， 0i （ 3,2,1i ），证

明存在  1,0,, 321 xxx 使得       1
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证明：因为  xf 在 ]1,0[ 上连续，   00 f ，   11 f ，由介值定理存在  1,0a 使

  1af 。又由 1211   ，知存在  1,ab 使   21  bf 。  xf 在  a,0 上

应用拉格朗日中值定理
     10

0 xf
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，  ax ,01 ；  xf 在  ba, 上应用拉格

朗日中值定理
     2xf

ab
afbf 




，  bax ,2  ；  xf 在  1,b 上应用拉格朗日中值

定理
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，  1,3 bx  。于是       1
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例 10（课下作业）  xf 在  1,0 上连续，在  1,0 内可导，     11,00  ff ， 0,0  ba ，

证明存在  1,0,  ，   ，使得     ba
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提示：参考例 9的证明

（2）使用两次中值定理—在同一区间使用两次中值定理

例 11  xf 在  ba, 上连续，  ba, 内可导，   0 xf ，证明存在  ba,,  ，有
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例 12  xf 在  ba, 上连续，  ba, 内可导，     1 bfaf ，证明存在  ba,,  ，

有       eff



专题二 中值定理+定积分证明

一主要内容

费马定理：  xfy  在 0x 邻域有定义，在 0x 可导，若在 0x 取得极值，则   00  xf

导数的零点定理：  xf 在 [ , ]a b 中可导，  (a) 0f f b   ，则存在  ba, 有

  0 f

导数零点定理的应用

例 1 设  xf 在  ba, 上连续，在  ba, 内可导，   0f a
  ，    f b f a 。证明存

在  ba, 有   0 f

泰勒公式：  xf 在  ba, 内至少有至 1n 阶导数，  bax ,0  ，对任意  bax , 有
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和       
        1 10

0 0 0 0 0!

n
n nf x

f x f x f x x x x x o x x
n

        

注：泰勒公式中带拉格朗日余项和佩亚诺余项的泰勒多项式能够展开的次数是不

同的

主要方法：用泰勒公式直接证明

例 2 设  xf 在  1,1 上具有三阶连续导数，且  1 0f   ，  1 1f  ，  0 0f   。

证明存在  1,1   使   3f  

例 3设  f x 在[ , ]a b 内连续，证明存在  ba, 有

       
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注：泰勒公式在哪些点展开合适，需要自己体会。

用泰勒公式证明不等式

例 4设  xf 在 0,1 上具有二阶导数，当0 1x  时，   1f x  ，   2f x  ，证明

当0 1x  时，   3f x 

例 5设  xf 在 0,1 上具有二阶连续导数，且满足    0 1f f 及  f x M 



(x [0,1]) 。证明对一切 x [0,1] 有  
2
Mf x 

中值定理中 问题

例 6设

11
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x x
x 

  
 ， x 0 。证明
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例 7设  xf 在 x点领域内有 n+1阶导数,  1 0nf x  .证明在

     
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定积分证明

例 1 设  xf 在  2,4 上二阶连续可导，  3 0f  。证明存在  2,4  使

   dxxff 
4

2
3

方法：变限法

例 2设  xf 在 a,b 上连续，  xf 单调上升。证明

   
2

b b

a a

a bxf x dx f x dx
 

例 3设  xf  在 a,b 上连续，   00 f ，  xfM
ax
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max .证明
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例 4设  xf  在 ]1,0[ 上连续，   0)1(0  ff ，  xfM
x
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例 5设  xf 在 a,b 上可导，且   Mxf  ，证明

  2)(
2

))(( abMabafdxxf
b

a


柯西施瓦兹不等式：设   )(xgxf 、 在 a,b 上连续，则有

dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
)()(])()([ 222   

例 6设  xf 在 a,b 上具有连续一阶导数，   0af .证明
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例 7设  xf 在 a,b 上连续，   0)(  bfaf ，证对任意的 ),( bax 有

    
b

a
dxxfxf

2
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例 8 设  xf 有界，  xf  连续，对任意的 ),( x 有   1)(  xfxf ，证明

1)( xf

第一积分中值定理：设   )(xgxf 、 在 a,b 上连续， )0(0)( xg ，则存在 ],[ ba

有  
b

a

b

a
dxxgfdxxgxf )()()()( 

例       abb

a

xxb

a
eefdxefdxexf   

练习 设   0f x  ，证明下列不等式成立

 1 2

0

1
3

f x dx f    
 

导数的介质定理（达布定理）：  xf 在[ , ]a b 上可导，  (a)f f b   ，k为介于 (a)f

与  f b 之间的任意实数，则存在  ba, 有  f k 



专题三 定积分证明

方法：柯西施瓦兹不等式

柯西施瓦兹不等式：设   )(xgxf 、 在 a,b 上连续，则有

dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
)()(])()([ 222   

利用柯西施瓦兹不等式直接证明

例 1设  f x 在 0,1 上连续，证明：     
21 1 2

0 0
f x dx f x dx 

方法：变限法

例 2 设  f x 在  0,1 上 连 续 且 严 格 单 调 较 少 ， 证 明 当 0 1  时 ，

   
1

0 0
f x dx f x dx


 

例 3 设  f x 在[0, ] 上连续，且  
0

0f x dx


 ，  
0

cos 0f x xdx


 .证明在 (0, ) 内

至少存在两个不同的点 1 与 2 使    1 2 0f f  

方法：分部积分转换的方法

例 4设  xf  在 a,b 上连续，   00 f ，  xfM
ax


0

max .证明

  2a

0 2
aMdxxf 

例 5设  xf  在 ]1,0[ 上连续，   0)1(0  ff ，  xfM
x


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max .证明

 
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例 6设  xf 在 a,b 上可导，且   Mxf  ，证明

  2)(
2

))(( abMabafdxxf
b

a


例 7设  xf 在 a,b 上连续，   0)(  bfaf ，证对任意的 ),( bax 有

    
b

a
dxxfxf

2
1

例 8 设  xf 有界，  xf  连续，对任意的 ),( x 有   1)(  xfxf ，证明

1)( xf

第一积分中值定理：设   )(xgxf 、 在  a,b 上连续， ( ) 0( 0)g x   ，则存在 ],[ ba



有  
b

a

b

a
dxxgfdxxgxf )()()()( 

例 9       abb

a

xxb

a
eefdxefdxexf   

方法：常数 k值法

例 10 设  xf 在  0,b 上连续，在 (0.b) 内可导 , (0) 0f  .证明：至少存在一点

 0,b  使  (b) (1 )ln(1 b)ff    

例 11 设  xf 在  a,b 上 存 在 二 阶 导 数 ， 证 明 存 在  a,b  使

      31 1(f f(b))(b a) (b a)
2 12

b

a
f t dt a f     

练习 设   0f x  ，证明下列不等式成立

 1 2

0

1
3

f x dx f    
 



专题四：中值定理和定积分证明特殊方法总结 1

情况 1：使用中值定理时两值中间找一点

例 1设  xf 在 ]1,0[ 上连续，在  1,0 内可导，且    
3
11,00  ff ，证明存在

      ，， 1,01,0 使     22   ff

情况 2：特殊点泰勒展开—最大值、最小值点

例 2设  xf 在 ],[ ba 上连续，在  ba, 内存在二阶导数，且   0 mxf ，又设

    0 bfaf ，证明    2
8

max abmxf
bxa




例 3设  xf 在 ]1,0[ 上有连续的导数，证明对任意  1,0x 有

       
1

0
dttftfxf

情况 3：柯西施瓦兹不等式与不等式放缩相结合

例 4设  xf 在 a,b 上连续，且满足   Mxfm 0 .证明

     
   2

2
2

4
1 ab

mM
Mmdx

xf
dxxfab

b

a

b

a



  

情况 4：常熟 k 值法的巧妙使用

例 5设  xf 在 ],[ ba 上存在二阶导数，证明存在  ba, 使

      3
24
1

2
abfabbafdttf

b

a







 

 

情况 5：利用单调性的条件证明

例 6设  xf 与  g x 在 ,ba 上连续且单调，并且两者的单调性相同。证明

         
b b b

a a a
f x dx g x dx b a f x g x dx   

一些其它特殊情况

例 7设  xf 具有二阶导数，且   0f x  ，又设  u t 在[0,a]上连续，证明

    
0 0

1 1a a
f u t dt f u t dt

a a
   
  

例 8设  xf 在 a,a 上具有二阶连续导数，其中 0a  ，并设  0 0f  .证明:在

 ,a a 内至少存在一点 使得    3 3
a

a
a f f x dx


  

例 9设  xf 在[a,b]上具有连续的二阶导数，且     0f a f b  ，当  ,x a b 时，



  0f x  。证明

 
 

4b

a

f x
dx

f x b a





例 10设  xf 在 ],[ ba 上连续，且  
 

 
,

0, max
a b

f x M f x  ，证明

 lim
nb

n
an
f x dx M


  



专题五 中值定理和定积分证明特殊方法总结 2

情况 1：与定积分几何意义相结合的证明

例 1设在区间 0,1 上   0y f x  且连续.证明存在点  0 0,1x  使得在区间 0[0,x ]

上以  0f x 为高的矩形面积等于在 0[x ,1]上以  y f x 为曲边的曲边梯形面积。

例 2设  y f x 在 0, 上有连续的导数，  f x 的值域为 0, ，且  0 0f  ，

  0f x  ，  x y 为  y f x 的反函数，设 0, 0a b  .证明

   
 
 0 0

0,

0.
a b a b
f x dx y dy ab

a b






   
 

 

情况 2：反证法与定积分几何意义结合

例 3 设  xf 在[a,b]上连续，如果对于任意一个满足  (a) 0g g b  且在[a,b]上连

续的函数  g x 都有     0
b

a
f x g x dx  证明   0f x 

情况 3：一些定积分不等式的证明

例 4 设  xf 在 [0,1]上连续，在 (0,1) 内存在二阶导数，且    0 1 0f f  ，

  
0 1
max 2

x
f x

 
 ，证明存在 (0,1)  ，使   16f   

例 5设  xf 在 ,a b 上连续，且对于0 1t  及任意    1 2 1 2, , , ,x a b x a b x x   满足

       1 2 1 2(1 t) x 1f tx tf x t f x     ，证明

     1
2 2

b

a

f a f ba bf f x dx
b a

       

情况 4：利用中值定理证明

例 6 设  xf 在 ）,0[ 上连续，在 ）（ ,0 内存在二阶导数，且   0 xf ，并设

  00 f ，证明对任意 0,0 21  xx 都有      2121 xfxfxxf 

例 7设 2ebae  ，证明  ab
e

ab  2
22 4lnln

例 8设  xf 与  g x 在[a,b]上均连续，在 (a,b)内具有二阶导数且存在相等的最大

值，        ,f a g a f b g b  ，证明存在 (a,b)  使    f g  

例 9 设  xf 在 [0, ]
2


上存在连续的一阶导数，在 (0, )
2


内存在二阶导数，且



 0
2

f f    
  证明存在

(0, )
2
 

，使     tan 0f f    

例 10设 e a b  ，证明：在区间 ( , )a b 内存在一点 使

1

, , ln
, , ln 0

1, ,

a

b

a e a
b e b
e  





 






