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主题名称 第一个重要极限 相关知识点 圆的面积、极限 

所属课程 高等数学 授课时长 1 学时，45 分钟 

授课对象 大一经济类专业 教学资源 多媒体 

参考教材 

章节位置 

《高等数学及其应用》第二版 

第 2 章  极限与连续 

     2.2 节  函数极限的性质及运算法则 

学情分析 

本节课是高等数学中“函数极限”的内容，在此之前，学生已经学习过了函数

极限的性质（如四则运算法则、迫敛性等），这些知识为本节课的学习做好了前期

准备。 

此外，本节课的内容不仅是求函数极限的重要方法，也是后续课程中比较无穷

小量和研究正弦函数求导公式的基础，它在整个微积分学中占有十分重要的地位。 

教学目标    

知识技能目标 

让学生了解公式 1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
的证明过程，正确理解公式，知道公式应用的条

件，熟练运用公式及其变形式解决有关函数极限的计算。 

数学方法目标 

培养学生质疑问题、解决问题的能力和相关知识的迁移能力。 

情感态度目标 

通过对这一重要极限公式的研究，进一步认识数学的美，激发学生的学习兴趣；

养成细心观察、认真分析、善于总结的良好思维品质。  

教学重点 

正确理解公式 1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
，并能运用公式及其变形式解决有关函数极限的计

算。 

教学难点   
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公式 1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
的归纳、猜想、证明、及其广泛应用。 

教学方法 

本节课采用引导发现教学法、问题驱动法、讨论法以及讲练结合等教学方法。通

过推导“半径为 r的圆的面积公式”抽象出第一个重要极限。通过归纳猜想并配以函

数取值列表和函数图象，强化学生对极限概念的理解和运算能力。在公式的引入上通

过设疑引导学生尝试、讨论、猜想，并借助图像帮助学生归纳结论，锻炼学生运用数

学工具解决数学问题的意识，提高学生的学习兴趣。 

教学内容与过程（六个步骤） 

一、创设情境，兴趣导入（4 分钟） 

我国魏晋时期的数学家刘徽就提出了割圆术的思想，通过圆内接正多边形的面

积来无限逼近圆的面积。从圆内接正六边形算起，成倍增加为正 12 边形、正 24 边

形、正 48 边形。当 n越大的时候，圆内接正 n多边形的面积就越接近圆的面积。 

为了导出半径为 R的圆面积，我们作圆的内接正 n边形，利用三角形和多边形的

面积公式，容易计算出半径为 R的圆内接正 n 边形的面积为                    

当 n 无限增大的时候，Sn 无限接近于一个确定的常数，这个确定的常数理所当

然的应该就是圆面积。 

 

 

转化成
0

sin
lim
x

x

x→
，如何求极限呢？ 

【问题提出】能否利用之前学习的求极限方法来求呢？ 

首先我们来观察一下这个函数极限，它能否写成 0

0

limsin 0

lim 0

x

x

x

x

→

→

= ？ 

如果成立，那么会出现分母为 0 的情形。那么，问题出在哪儿呢？ 

【回忆】函数极限的四则运算法则： 

若 lim ( ) , lim ( ) ,f x A g x B 则
( )

lim .
( )

f x A

g x B
 

1 2
sin

2
nS n r r

n


=   

2

2
sin

= lim lim
2n

n n

nS S r

n




→ →

=圆
2

2
0

2
sin

lim
2

n

nr

n






→

=
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本法则在使用时有一个重要的条件：就是 lim ( ) 0.g x B=   

【内容总结】 

通过函数极限的运算法则我们解决了部分函数的极限。对于
0

0 型未定式的函数

的极限和


型未定式的函数的极限解决方法，到目前为止，我们学过消去零因子，

有理化分子或分母以及分子分母同除以最高次项的方法解得函数的极限。但以上方

法也不适用求
0

sin
lim .
x

x

x→
 

设计意图：  

教师设疑，学生回答，师生互动，启发引导，总结点评。使学生对所学重要知识

及求极限的方法与思路有更深的理解。设疑引入实例增强学生学习动力，由任务驱

动，提出问题，学生在如何解决此类问题的疑问下引出——第一个重要极限： 

二、几何分析，归纳方法（2 分钟） 

观察动画演示及图表： 

 

 

不论是从表格，还是从图像，我们都能直观地感受到，函数极限
0

sin
lim
x

x

x→
可能

为 1. 

设计意图：  

利用取值变化表，让学生观察比值的变化趋势，并通过图像验证猜想。通过几何

直观和观察研究，引导学生通过归纳猜想得出第一个重要极限的极限值，体会数形结

合思想的作用。 
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【问题提出】那么如何证明
0

sin
lim
x

x

x→
呢？ 

三、数形结合，公式讲授（5 分钟） 

证明：第一个重要极限：
0

sin
lim 1
x

x

x→
= ：   

我们需要研究当 x趋于 0 时，
sin x

x
趋于多少， 

即当 x在原点附近时，对
sin x

x
进行估计， 

为此我们不妨设 , 0 0 ,
2 2

x
    

 −   
   

， 

先来研究 0 ,
2

x
 

 
 

，也就是我们熟悉的 x为锐角的情况， 

这时 sin x和 x是什么关系呢？ 

不难发现对于 0 ,
2

x
 

 
 

，有sin x x，因此
sin

1
x

x
. 

（这样我们对
sin x

x
有了一个上界的估计，能不能再去估计

sin x

x
的下界呢？） 

 

事实上：由扇形OAB面积小于三角形OAD面积，可得： 

1 1
1 tan 1 ,

2 2
x x     故 tan .x x  

因此，当 0 ,
2

x
 

  
 

，有
sin

sin tan
cos

x
x x x

x
，所以

sin
cos 1

x
x

x
， 

注意此不等式当−
2

 
x0 时也成立。而

0
limcos 1
x

x
→

=  根据夹逼准则 
0

sin
lim 1
x

x

x→
=    

由此，我们想到了函数极限的迫敛性，当三个函数 , ,f g h满足 f g h  ， 
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且
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x h x A
→ →

= = 时，有
0

lim ( ) .
x x

g x A
→

=  

这里由于
0 0

limcos , lim1
x x

x
→ →

都是 1， 所以
0

sin
lim 1.
x

x

x→
=  

设计意图：  

讲授证明过程，学生理解识记，加深公式特征的记忆。 

四、连续启发，层层推进（15 分钟） 

1.公式剖析 

【问题提出】观察
0

sin
lim 1
x

x

x→
= 使用特点 

(1)公式中分子是正弦函数，且当 0→x 过程中，分子分母的函数极限都是 0，即

函数极限是
0

0 型未定型。 

(2)公式中分子sin 后面的角与分母必须相同。 

2.例题讲解 

例 1.  
0

tan
lim
x

x

x→
  

【分析】由 sin
tan

cos

x
x

x
= ，得 tan sin 1

cos

x x

x x x
=  ，再利用极限运算法则化为

0

sin
lim 1
x

x

x→
= . 

解：
0

tan
lim
x

x

x→

=
0 0 0

sin 1 sin 1
lim( ) lim lim 1

cos cosx x x

x x

x x x x→ → →
 =  = . 

例 2.  
0

sin 3
lim
x

x

x→

 

【分析】我们发现分子上的sin3x要想转化为 sin x的函数，有点困难，所以我们把3x

看成一个整体，令它为 u，那么当 x趋于 0 时，有 u也趋于 0，所以原式可以转化为

0

sin
lim 3
t

u

u→
 ，进而，最后结果为 3.   

解：
0

sin 3
lim
x

x

x→
=

3

0 0

sin 3 sin
lim( 3) 3lim 3

3

u x

x u

x u

x u

=

→ →
 = = . 

【课堂练习】
1

sin( 1)
lim

1x

x

x→

−

−
         

例 3.  
20

1 cos
lim
x

x

x→

−
（将分母的次数再提高，函数变得更复杂） 

【分析】分子上出现了1 cos x− ，它和 sin x有什么联系呢？我们想到了倍角公式
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21 cos 2sin ,
2

x
x 所以，利用刚才的重要极限和四则运算法则，可得结果为 1

.
2

 

设计意图： 

引导学生观察。寻找公式的本质与共性。通过学生思考观察，类比归纳，抽象概

括抓住问题本质，这样既加深了公式记忆，又培养学生的观察能力，说明了公式的用

途及使用条件。 

五、拓展深化，强化训练（16 分钟） 

例 4.  
0

arcsin
lim
x

x

x→
（引导学生变量代换） 

【问题提出】该极限的形式与第一个重要极限有什么不同。通过观察分析发现第一个

重要的极限
0

sin
lim 1
x

x

x→
= 分子是sin x，而本例题

0

arcsin
lim
x

x

x→
分子是arcsin x。 

解：设arcsin x u= ，则 sinx u= ，并代入原极限得
0

lim
sinu

u

u→
，而

0 0
limarcsin lim 0
x u

x u
→ →

= = ，因而
0 0 0

arcsin
lim lim lim 1

sin sinx u u

x u u

x u u→ → →
= = = . 

例 5.  
30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
 

解：

2

2

3 30 0 0

2sin sin sin
tan sin 1 sin 1 12 2lim lim lim[ ( ) ]

cos 2cos 2

2

x x x

x x
x

x x x

xx x x x x→ → →

−
=  =  = . 

【教师总结】只要 0lim

)(
0

=

→
→

u

x
xx

，则 1
sin

lim

)(
0

=

→
→ u

u

x
xx

和 1
sin

lim

)(
0

=

→
→ u

u

x
xx

. 

在自变量的不同变化的过程中，分子 sin 后面可以是一个函数 ( )x ，但分母也必须是

( )x ，且 ( )x 是无穷小量，即 ( ) 0→x 。
( )

( )
1

sin
lim =

x

x

x 



某变化过程中
 

【练习】
( )
22

sin 2
lim ;

4x

x

x→

−

−
  

x
x

x

1
sinlim 

→
 

设计意图： 

让学生体会第一个重要极限探讨的必要性，在教师的引导下尝试，体会换元法、

转化思想在数学解题中的重要作用。例题由易到难，设置层次性，便于学生灵活使用
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公式，提高解决实际问题的能力。使学生明白应用第一个重要极限的使用规则，培养

学生举一反三的能力。 

六、小结概念，总结方法（3 分钟） 

 

    根据夹逼准则证明重要极限
0

sin
lim 1
x

x

x→
= ，然后重要极限采用恒等变换、变量

替换等方法，把含三角函数的
0

0
不定型的极限转化为该重要极限进行求解。其证明

及应用，都体现了转化思想。 

【课后作业】 课本 93 页 6(1)(2)(3)(7),  7 

七、板书设计，条理清晰 

1.重要极限：
0

sin
lim 1
x

x

x→
=   

2.重要极限应用：求含三角函数
0

0 型极限 

    (1)思想----转化为重要极限
0

sin
lim 1
x

x

x→
= . 

(2)方法----恒等变换、变量替换—“凑”重要极限。  

(3)步骤---变、凑、算。 

教学总结 

教师引导学生探究含三角函数的
0

0 型的极限的求法。本节课是以设疑，问题驱

动法作为教学切入点，以圆的面积公式这一熟悉的结论如何验证其正确性引起学生

兴趣，有利于学生积极思考尽快参与教学活动，有利于教学目标的实现。 

然后通过单位圆建立一重要不等式，借助夹逼准则，给出重要极限的证明。对于

公式的证明，所涉及的内容比较多，逻辑性较强，在老师的引导下了解论证过程。在

公式的运用上按照循序渐进的原则，设计梯度、降低难度，留出学生的思考空间，让
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学生去尝试、联想、探索，培养其分析和解决问题的能力。 

最后通过实例总结出求含三角函数的
0

0 不定型的极限的思想方法和解题步骤。

整个教学过程，都体现了转化的思想方法，从而培养学生利用转化的思想方法解决实

际问题的能力和计算能力。让学生在主动探究问题，获得新知的过程中，培养科学猜

想和探究问题的能力。 

 

 


