
讨论题 6：铁路轨道转弯问题 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于曲率连续性与安全舒适度，另一个侧重于缓和

曲线的数学设计，并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：为什么不能直接拐急弯？——曲率突变与离心力冲击 

困惑描述： 

想象一下，如果铁轨从直线突然进入一个圆弧弯道，火车会怎样？乘客会有什么感觉？为什

么铁路设计中不允许这样做？ 

数学模型的解读： 

1. 问题的物理本质 

火车在直线轨道上行驶时，离心力为 0。当它突然进入一个半径为 𝑅的圆弧弯道时，

瞬间会产生一个离心力 𝐹 =
𝑚𝑣2

𝑅
。 

这个力的产生不是渐进的，而是瞬间施加的。对于火车和乘客来说，相当于被猛地

向一侧推了一把。这不仅让乘客极不舒服，更危险的是，会对铁轨和车轮造成巨大

的冲击，长期运行可能导致轨道变形甚至脱轨。 

2. 数学上的刻画：曲率突变 

在数学上，曲线的弯曲程度用曲率 𝜅来衡量。对于直线，𝜅 = 0；对于半径为 𝑅的圆，

𝜅 = 1/𝑅。 

如果轨道由直线直接连接圆弧，那么在连接点处，曲率从 0 瞬间跳变到 1/𝑅。这种

突变就是物理冲击的来源。 

用函数的语言来说，虽然轨道是连续的（位置没有断开），但它的二阶导数（代表曲

率）发生了跳跃。这在工程上是不允许的。 

3. 类比：开车时的体验 

大家可以想象开车时的体验。如果道路从直道突然变成一个很急的弯道，你必须猛

打方向盘。这个“猛打”的过程，就是曲率突变在驾驶操作上的体现。而如果弯道是逐

渐变弯的，你就可以平顺地转动方向盘。 

4. 数学要求：曲率连续 

为了保证安全和舒适，铁路设计要求轨道的曲率必须连续变化。也就是说，从直线

到圆弧之间，必须有一段过渡曲线，让曲率从 0 逐渐增加到 1/𝑅。这样，离心力是

逐渐施加的，乘客会感到一个平缓的推力变化，而不是瞬间的冲击。 

课堂引导语： 

“你坐火车经过弯道时，有没有感觉到身体被慢慢推向一侧，而不是猛地一甩？这背后是数

学在起作用。直线和圆弧直接相连，曲率会突变，火车受不了。所以工程师在它们之间加了

一段‘缓和曲线’，让曲率平滑过渡。数学上的‘连续可导’在这里变成了实实在在的‘安全舒适’。” 

 

参考答案二：缓和曲线的设计——三次抛物线或回旋曲线 

困惑描述： 

既然需要一段过渡曲线，让曲率从 0 平滑增加到 1/𝑅，那这条曲线应该长什么样？数学家

如何设计它的方程？ 

数学模型的解读： 

1. 设计目标 

我们需要一段曲线，连接直线（曲率为 0）和圆弧（曲率为 1/𝑅）。设曲线的长度为 



𝐿，从起点（接直线）到终点（接圆弧），曲率 𝜅从 0 线性增加到 1/𝑅： 

𝜅(𝑠) =
𝑠

𝐿𝑅
, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝐿 

 

其中 𝑠是曲线长度参数。 

2. 从曲率到曲线方程 

在平面曲线中，曲率与切线方向角 𝜃的关系是： 

𝜅(𝑠) =
𝑑𝜃

𝑑𝑠
 

 

因此： 

𝑑𝜃

𝑑𝑠
=

𝑠

𝐿𝑅
⇒ 𝜃(𝑠) =

𝑠2

2𝐿𝑅
+ 𝜃0 

 

设起点处 𝜃0 = 0（假设直线方向为 x 轴方向），则 𝜃(𝑠) =
𝑠2

2𝐿𝑅
。 

3. 坐标参数方程 

曲线的坐标变化满足： 

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos⁡ 𝜃(𝑠),

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= sin⁡ 𝜃(𝑠) 

 

对于小角度近似（铁路弯道通常不会太急），cos⁡ 𝜃 ≈ 1，sin⁡ 𝜃 ≈ 𝜃，则： 

𝑥(𝑠) ≈ ∫ 1 𝑑𝑡 = 𝑠
𝑠

0

 

𝑦(𝑠) ≈ ∫
𝑡2

2𝐿𝑅

𝑠

0

 𝑑𝑡 =
𝑠3

6𝐿𝑅
 

 

用 𝑥表示，即 𝑠 ≈ 𝑥，所以： 

𝑦 ≈
𝑥3

6𝐿𝑅
 

 

这就是三次抛物线形式的缓和曲线。 

4. 更精确的设计：回旋曲线 

如果不做小角度近似，精确解是回旋曲线（Cornu 螺旋），也叫欧拉螺旋。它的参数

方程为： 

𝑥(𝑠) = ∫ cos⁡
𝑠

0

(
𝑡2

2𝑐
)𝑑𝑡, 𝑦(𝑠) = ∫ sin⁡

𝑠

0

(
𝑡2

2𝑐
)𝑑𝑡 

 

这种曲线的曲率与弧长成正比，正好满足我们的设计要求。它不仅在铁路上使用，在高

速公路设计、甚至赛车线优化中都有广泛应用。 

5. 工程中的实现 

在实际铁路工程中，缓和曲线长度 𝐿的选择取决于设计速度、圆曲线半径和允许的

离心加速度变化率（称为“缓急率”）。速度越高、半径越小，需要的缓和曲线越长。 



课堂引导语： 

“你可能以为铁路弯道就是一段圆弧，但真正的设计远比这复杂。从直线到圆弧之间，藏着

一条精心设计的曲线——可能是三次抛物线，也可能是更精确的回旋曲线。它的曲率均匀变

化，让离心力缓缓施加。这条曲线，就是数学写在铁道上的诗。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这两个例子后，你可以帮他们梳理出铁路轨道转弯问题中的核心数学思

想： 

问题维

度 
数学工具 揭示的本质 

曲率描

述 

曲 率 公 式 

(\kappa = \frac{ 
y'' }{(1+y'^2)^{3/2}}) 

曲 线 的 弯

曲程度量化 

连续性

要求 

函数可导性、

二阶导数连续 

物理量（离心

力）不能突变 
  

缓和曲

线设计 

积分、参数方

程、回旋曲线 

让曲率随弧长

线性变化 
  

安全参

数 

微分方程、最

优化 

确定缓和曲线

长度 L 
  

可拓展的课堂提问： 

• 为什么高速公路的出口匝道通常设计成逐渐变弯的，而不是一个固定的圆弧？ 

• 如果你坐过山车，最刺激的部分往往是突然的转弯，这正好违背了缓和曲线的

设计原则。为什么过山车可以这样设计？（引出“追求刺激”与“追求舒适”的目标差异） 

• 除了铁路和公路，还有哪些地方用到类似的缓和曲线设计？（引出 roller 

coaster 设计、赛车道优化） 

• 如果缓和曲线设计不当（曲率变化太快），会有什么后果？ 

 


