
讨论题 16：高维空间 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于高维空间的几何反直觉现象，另一个侧重于高

维空间的应用与现实意义，并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：高维空间的“反直觉”几何——球与立方体的秘密 

讨论切入点： 

我们可以问学生一个问题：假设你有一个边长为 1 米的立方体，里面放一个直径为 1 米的

内切球。在三维空间里，球的体积比立方体小。但如果把这个模型推广到高维，会发生什么？

答案可能会让你大吃一惊。 

高维空间的数学解读： 

1. 体积都去哪了？——高维立方体的“尖角” 

考虑一个𝑛维立方体，边长是 1，它的体积永远是 1（1𝑛 = 1）。 

考虑这个立方体里的内切球，球的直径是 1，半径为 0.5。在𝑛维空间中，这个球的

体积公式是： 
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计算一下： 

o 1 维：线段，内切球（线段）长度 = 1，占满立方体。 

o 2 维：正方形内切圆，面积 = 𝜋(0.5)2 ≈ 0.785，占了 78.5%。 

o 3 维：立方体内切球，体积 = 
4

3
𝜋(0.5)3 ≈ 0.524，占了 52.4%。 

o 10 维：计算可得，球的体积接近 0.0025，只占了立方体体积的 0.25%！ 

结论：随着维度的增加，球的体积趋近于 0，几乎所有的体积都跑到立方体

的角落里去了。这说明高维空间中的“球”不再是人们想象中的丰满形状，而

更像一个瘦小的“海胆”，大部分空间被“角落”占据。 

2. 球的“壳”与“核”——质量都在表面 

另一个反直觉现象：在三维世界，一个均匀球的内部是有质量的。但在高维，考虑

一个单位球（半径为 1），如果我们取一个半径略小于 1（比如 0.99）的内核，它的

体积占整个球体积的比例是多少？ 

计算发现，当维度𝑛很大时，几乎所有的体积都集中在球的表面附近一个极薄的壳里，

内核几乎是空的。这意味着高维球就像一个空心的气球。 

这导致高维空间中的点几乎都在球的表面，且任意两点之间的距离几乎相等。 

3. 欧氏距离失效？ 

在低维，距离是有意义的。但在高维，最近点与最远点之间的距离差异会变得非常

小，导致基于距离的聚类算法（如 KNN）在高维空间几乎失效。这就是著名的“维数

灾难”的几何根源。 

课堂引导语： 

“我们的直觉是三维的产物。当你试图想象十维空间时，你的大脑会自动把三维的画面复制

几份拼起来。但数学告诉我们，高维空间是完全不同的‘异世界’：那里没有丰满的球体，到

处都是尖尖的角落；那里的球都是空壳。数学工具就像我们的‘数学望远镜’，让我们虽然看

不见，却能算出那个世界的模样。” 

 



参考答案二：高维空间就在你身边——数据即高维点 

讨论切入点： 

为了消除学生对高维空间的“神秘感”，可以告诉他们：其实你每天都在处理高维空间的问题，

只是你没有意识到。比如，描述一个学生，可能需要用身高、体重、年龄、成绩、家庭收入

等几十个指标，这在数学上就是一个几十维空间里的一个点。 

高维空间的应用解读： 

1. 每个人都是一个高维点 

在数据科学中，有一个概念叫“特征空间”。 

o 假如我们要描述一个苹果：颜色、甜度、硬度、直径、重量、产地纬度——

这就构成了一个 6 维空间，每一个苹果都是这个空间里的一个点。 

o 假如我们要做手写数字识别（比如区分手写的“1”和“2”），一张 28x28 像素的

图片，每个像素的灰度值就是一个维度，这就构成了一个 784 维的空间。每

一个手写数字图片，都是这个 784 维空间里的一个点。 

o 这就是为什么说“数据即高维点”。 

2. 低维投影与流形学习 

虽然数据在高维空间里，但它们往往不是均匀散落的，而是聚集在某个低维的曲面

上（称为“流形”）。 

例如，一个 784 维的手写数字图片空间里，所有可能的像素组合几乎是无限的，但

真正看起来像“手写数字 1”的点，只占其中极小一部分，且构成一个低维的弯曲结构。 

机器学习的任务之一，就是在这个高维空间里画出一个分界面，把不同类别的点分

开。但因为空间维数太高，直接画很难，所以常常需要先降维（比如用 PCA 主成分

分析），把高维数据投影到我们能理解的二维或三维空间里观察。 

3. 核技巧：升维是为了分类 

还有一个有趣的技巧：有时候在低维空间里线性不可分的数据（比如二维平面上的

两类点，需要画一个圆圈才能分开），如果把它们映射到高维空间，可能就变成线性

可分的了。 

SVM 支持向量机就利用了这一点：升维。这揭示了高维空间的一个特性：在高维，

点与点之间更容易被“撑开”，从而更容易找到划分的平面。 

课堂引导语： 

“你手机里的相册，每一次人脸识别，都是在处理一个几百维的空间问题。你的脸被摄像头

捕捉，算法把它变成了一个高维空间里的坐标点，然后去和数据库里的其他点比较距离。你

看不见高维空间，但高维空间就在你的口袋里，每天都在为你服务。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这些例子后，你可以帮他们梳理出高维空间的核心特征，以及学习它的意义： 

1. 维数灾难 

o 几何上：球体变空，数据集中在角落和表面。 

o 计算上：随着维数增加，所需样本量指数级增长。 

o 距离上：远近点差异变小，最近邻算法失效。 

2. 低维结构 

虽然数据在高维，但本质往往由少数因素决定（流形假设）。数学的任务是找到隐藏

在杂乱高维空间中的简单规律。 

3. 外推与想象 

人类无法视觉化四维及以上空间，但数学给了我们语言。我们可以通过公式推导出



高维空间的几何性质（如体积公式），然后用这些公式去理解那些看不见的世界。 

可拓展的课堂提问： 

• 为什么说“所有的高维数据都是稀疏的”？（提示：体积增长速度与样本覆盖范围的关

系） 

• 如果我们的宇宙真的是高维的（比如弦论里的 10 维），为什么我们感觉不到其他维

度？（引出“紧化”或“禁锢”的概念） 

• 在人工智能中，为什么“维数灾难”是个大麻烦，但我们又不得不面对高维数据？ 

 


