
讨论题 2：连续复利与极限 

以下为你提供两个参考答案，一个侧重于从离散复利到连续复利的极限推导，另一个侧

重于连续复利与自然常数 𝑒的深层联系，并附带了课堂引导建议。 

参考答案一：从“利滚利”到“钱生钱无间断”——无限细分的极限 

困惑描述： 

你去银行存了 1 万元，年利率 100%（理想情况）。银行说：一年计一次息，年底你得到 2 万

元。但如果半年计一次息，把利息再投资，你会得到更多。如果每月计一次，每天计一次，

每秒计一次……最终你的钱会无限增长吗？会不会变成无穷多？ 

数学模型的解读： 

1. 离散复利的计算 

设本金 𝐴0 = 1元，年利率 𝑟 = 100% = 1。 

o 一年计息 1 次：𝐴1 = 1 × (1 + 1) = 2 元。 

o 一年计息 2 次（每半年复利）：每次利率 1/2，𝐴2 = (1 +
1

2
)2 = 2.25 

元。 

o 一年计息 4 次（每季度）：𝐴4 = (1 +
1

4
)4 ≈ 2.4414 元。 

o 一年计息 12 次（每月）：𝐴12 = (1 +
1

12
)12 ≈ 2.6130 元。 

o 一年计息 365 次（每日）：𝐴365 = (1 +
1

365
)365 ≈ 2.7146 元。 

2. 观察趋势 

随着计息次数 𝑛的增加，最终金额在增加，但增加的速度越来越慢。它会不会无限

增长下去？会不会突破 3 元？4 元？ 

3. 极限的引入 

计息 𝑛次后的本息和为： 

𝐴𝑛 = (1+
1
𝑛)

𝑛

 

 

当 𝑛 → ∞时，这个数列的极限是多少？ 

计算一下： 

𝑛 = 100: (1 + 0.01)100 ≈ 2.7048 

𝑛 = 1000: (1 + 0.001)1000 ≈ 2.7169 

𝑛 = 10000: (1 + 0.0001)10000 ≈ 2.7181 

 

它似乎趋近于一个常数，大约 2.71828…。 

4. 连续复利的定义 

这个极限值就是连续复利的结果。当计息频率无限大（即利息在每一瞬间都产生并

立即计入本金）时，1 元本金在年利率 100%下，一年后的终值就是： 

lim⁡
𝑛→∞

(1+
1
𝑛)

𝑛

= 𝑒 

 



这个 𝑒就是自然常数，约等于 2.71828。 

5. 一般公式 

如果本金为 𝑃，年利率为 𝑟，投资 𝑡年，连续复利的终值公式为： 

𝐴 = 𝑃 ⋅ lim⁡
𝑛→∞

(1+
𝑟
𝑛)

𝑛𝑡
= 𝑃 ⋅ 𝑒𝑟𝑡 

 

这个公式在金融学中被称为“连续复利公式”。 

6. 结论 

所以，即使你把时间无限细分，钱也不会无限增长，而是收敛到一个有限的极限值

——𝑒 倍本金。这就是极限思想在金融中的体现：无限的过程，有限的结果。 

课堂引导语： 

“你以为计息次数越多，钱就越多，甚至以为可以无限发财？数学告诉你：想多了。它收敛

了，收敛到一个你从未见过的数——𝑒。这个数不是人造的，是自然长出来的，所以叫自然

常数。极限在这里，给贪婪画了一条红线。” 

 

参考答案二：连续复利与自然常数 𝒆——宇宙中自然生长的数学 

困惑描述： 

为什么这个极限值 𝑒会出现在那么多地方？人口增长、放射性衰变、细菌繁殖，甚至 COVID-

19 的传播模型，都用到了 𝑒。它和连续复利有什么关系？ 

数学模型的解读： 

1. 增长率的重新理解 

在连续复利中，我们假设增长率是瞬时的。设 𝐴(𝑡)为 𝑡时刻的本息和，则它满足一

个微分方程： 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 𝑟𝐴 

 

即资金的增长速度（导数）等于当前资金量乘以利率。这正是“利滚利”在连续情况下的

精确描述。 

2. 解微分方程 

这个微分方程的解就是： 

𝐴(𝑡) = 𝐴(0)𝑒𝑟𝑡 

 

这里的 𝑒𝑟𝑡就是连续复利的结果。 

3. 𝑒的“自然”之处 

为什么叫自然常数？因为它是这种“自我驱动增长”的数学表达。任何以“当前量乘以

常数”为增长率的系统，其解都包含 𝑒。 

o 人口增长：在没有限制的情况下，人口增长率与当前人口成正比，模

型就是 𝑃(𝑡) = 𝑃0𝑒
𝑟𝑡。 

o 细菌繁殖：同样。 

o 放射性衰变：衰变速度与当前质量成正比，模型是 𝑚(𝑡) = 𝑚0𝑒
−𝜆𝑡。 

o COVID-19 早期传播：在没有干预的情况下，感染人数也近似满足指

数增长 𝐼(𝑡) = 𝐼0𝑒
𝑘𝑡。 

4. 从离散到连续的飞跃 

离散复利是对现实的一种近似（银行确实只在特定时间点计息）。但连续复利揭示的



是增长的本质规律：当增长是连续不断的、时时刻刻都在发生时，数学形式必然是 

𝑒𝑟𝑡。 

这就像物理学家描述物体的连续运动，用的是微分方程，而不是离散的时间步长。 

5. 欧拉公式的惊鸿一瞥 

更神奇的是，𝑒 还与三角函数有深刻的联系。欧拉公式 𝑒𝑖𝜃 = cos⁡ 𝜃 + 𝑖sin⁡ 𝜃被称为

“数学中最美的公式”。这已经不是金融问题了，但可以让学生感受到：一个从银行利

息中蹦出来的数，居然统治着数学的各个领域。 

6. 回到问题 

所以，连续复利不仅仅是金融工具，它揭示了自然界和社会中普遍存在的指数增长

规律。极限 lim⁡𝑛→∞(1 + 1/𝑛)𝑛只是这个规律的数学入口。 

课堂引导语： 

“你存在银行的钱，和培养皿里的细菌，和空气中的病毒，和原子核里的放射性物质，竟然

遵循着同一个数学规律——𝑒 的指数增长。这不是巧合，是因为它们都在‘时时刻刻自我驱

动’。连续复利不是银行的发明，是自然界的底层代码。极限，帮我们破译了这段代码。” 

 

给老师的总结升华建议 

在学生们讨论完这两个例子后，你可以帮他们梳理出连续复利与极限的核心数学思想： 

问题维度 数学工具 揭示的本质 

离散复利 数列 (1+
𝑟

𝑛
)𝑛𝑡 利滚利的离散过程 

连续复利 极限 lim⁡𝑛→∞ 时间无限细分的理想状态 

自然常数 𝑒 重要极限 极限值 𝑒的诞生 

微分方程 
𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 𝑟𝐴 连续增长的数学本质 

指数增长模型 𝐴(𝑡) = 𝐴0𝑒
𝑟𝑡 自然界普遍规律 

可拓展的课堂提问： 

• 如果年利率不是 100%，而是 𝑟，连续复利公式是什么？如何推导？ 

• 为什么说连续复利是“复利的极限”？它比每月复利能多赚多少？ 

• 除了金融和生物学，还有哪些领域用到指数增长模型？ 

• 欧拉公式 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0为什么被称为“最美的数学公式”？ 

 


