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主题名称 二重积分的概念 相关知识点 函数极限、定积分 

所属课程 高等数学 授课时长 1 学时，45 分钟 

授课对象 大一经济类专业 教学资源 多媒体 

参考教材 

章节位置 

《高等数学及其应用》第二版 

第 9 章 重积分 

     9.1 节 二重积分的概念与性质 

学情分析 

本节课授课对象是经济类专业一年级本科生，学生已经具有一定的高等数学学

习的基础，具备有限思维提升到无限的思维能力。 

在学习本节内容时，学生已经具有了一元函数积分学、向量代数与空间解析几

何、多元函数微分学及其应用等相关知识的积累，并且有一定的空间几何作图能力和

多元函数的导数运算能力，为二重积分概念的学习奠定了基础，可以通过数形结合的

方式学习本节的相关内容。 

教学目标    

知识目标 

掌握二重积分的概念。 

能力目标 

培养学生观察、比较、分析、总结和抽象概括的能力。 

情感态度目标 

通过对问题中蕴含的数学内涵的过程进行揭示，认识到数学与生活的联系，体

会数学的应用价值；能够运用定义解决实际问题。 

教学重点 

二重积分的概念。 

教学难点   

二重积分解决问题的步骤、二重积分的几何意义。 

教学方法 

依据以上教学难点和重点，在讲解引例时，采用启发式教学模式，根据题目中具
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体条件，结合图形引导学生从简单规则图形入手，由学生自己去思考、去分析，充分

发挥学生的主体作用，引导学生学会对比、联想、归纳、总结等思想方法，从而提高

学生学习二重积分的积极性和自信心。 

综合使用探讨式、启发式和讲授式的教学方法来完成教学内容。具体以情境教学

和问题驱动为主要的教学方法，由教师提出一系列环环相扣的问题，在教师的启发和

引导下，让学生自主分析、探索，并在探索的过程中归纳总结出二重积分的概念。 

教学内容与过程 

一、创设情境，兴趣导入（3 分钟） 

同学们，在第一学期一元函数积分学中，我们学习了定积分，通过曲边图形的

面、变速直线运动的路程，得到了定积分的定义。 

【问题提出】定积分的主要思想是什么？ 

定积分是由化整为零、积零为整、取极限得到的。定积分又叫做黎曼积分，是由

德国数学家、物理学家黎曼创造的。黎曼积分的思想可以贯穿整个多元函数的积分

学，那么今天我们利用黎曼积分的思想继续解决两个实例。 

设计意图：  

注重学习的迁移原理，从复习定积分入手，用巧妙的类比的数学思想方法，学习

二重积分，使学生温故而知新。 

二、类比分析，归纳思想（7 分钟） 

引例 1 求曲顶柱体的体积 
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将教堂外形抽象出来，放入空间直角坐标系。观察： 

 

曲顶柱体的定义  底：xoy面上的闭区域D；侧面：以D的边界曲线为准线，母线平行

于z轴的柱面；顶：连续曲面 ( , ) 0z f x y=  . 

【问题提出】那么如何求曲顶柱体的体积？ 

我们知道，平顶柱体体积=底面积×高 

【问题提出】什么条件可使“平”与“曲”这对矛盾相互转化呢？ 

对，定积分的思想“化整为零、积零为整、取极限”。 

 

(1)分割 

用任意一组曲线网分D为n个区域
1 2, , , n     (该符号也表示小区域的面

积)。然后分别以每个小区域的边界曲线为准线，以平行于Oz轴的直线为母线，生成

的柱面将曲顶柱体相应地分成n个小曲顶柱体。    

(2)近似求和        

在每个小曲顶柱体的底
i 上任取一点 ),( ii  ，用以 ( , )i if   为高，

i 为底的平

顶柱体的体积 ( , )i i if    近似第i个小曲顶柱体的体积，然后再将这些平顶柱体的体
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积相加，得到曲顶柱体体积的近似值
1

( , )
n

n i i i

i

V f   
=

= . 

(3)取极限 

令di 表示第i个小区域中任意两点间距离的最大值，称为区域
i 的直径，记 

 max id= ．当区域D无限细分，即 0→ ， nV 的极限就是曲顶柱体的体积。 

【内容升华】使学生体会到量变到质变的辩证关系，近似到精确地对立统一关系。 

设计意图：  

通过动画演示，形象直观的展示曲顶柱体的体积计算思路中所体现的极限思

想，化解教学难点。 

引例2  设有一平面薄片，占有xOy面上的闭区域D，在点(x,y)处的面密度为ρ(x,y)，假

定ρ(x,y)>0在D上连续，平面薄片的质量为多少？ 

同学们，思考得出。根据解决问题的四个步骤得出 
0

1

lim ( , )
n

i i i

i

m


   
→

=

=  ，本

例也是二重积分的物理意义。 

设计意图： 

通过两个实例的分析，培养学生观察、分析、比较和归纳能力，体会“无限分割、

无穷累加”、“以直代曲、以常代变”的数学思想。 

三、总结思想，概念讲授 （10 分钟） 

以上两个问题虽然其意义不同，但我们发现，解决问题的步骤和结构式方法是相

同的，并且最后所得的结果都归结为“和式的极限”。 

抛开上述问题的具体意义，抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括，

就抽象出下述定积分的定义。 

设 ),( yxf 是有界闭区域D 上的有界函数。将闭区域D 任意分成 n 个小闭区域：

n  ,,, 21  ，以 i 表示第 i 个小闭区域的面积，以 id 表示 i 的直径，并令

max id= ．在每个 i 上任取一点 ),( ii  ，作和式：
=


n

i

iiif
1

),(  ．如果当 0→ 时，

该积分和的极限存在，则称此极限值为 ),( yxf 在区域 D 上的二重积分，记作
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
D

dyxf ),( ，即 
=

→
=

n

i

ii

D

ifdyxf
1

0
),(lim),( 


．其中 ),( yxf 称为被积函数，

dyxf ),( 称为积分表达式， d 称为面积元素， yx, 称为积分变量，D 称为积分区

域。 

设计意图：  

(1)使学生经历将数学思想方法转化成数学语言的过程，体会数学的实用性，对

数学中蕴含的理性美产生发自内心的欣赏情感。 

(2)使学生理解用“极限”的思想方法去思考、处理问题，能够使问题的求解发生

质的飞跃，从而体会到“取极限”方法的重要性。 

四、连续启发，层层推进（10 分钟） 

【问题提出】那么函数 f(x,y)满足什么条件具有二重积分？ 

二重积分存在定理  当 f(x,y)在 D 上连续时，则函数 f(x,y)在 D 上二重积分必存在。 

【内容总结】二重积分的几何意义 

(1)当 z=f (x, y)0 时，                                    

(2)当 z=f (x, y)<0 时，                                    

(3)如果 f (x, y)在 D 的若干区域上是正的，而在其他区域上是负的，则 

                  

(4)二重积分 dyxf
D

 ),( 表示以区域 D 为底， ),( yxf 为高的曲顶柱体的体积。 

设计意图： 

定积分的概念是从求解实际问题抽象得到的，它实质上是特殊的和式极限值。

运用二重积分的几何意义进行计算，同时启发学生学习高等数学的过程中必须弄清

楚数学概念和数学原理，弄清每一个概念的几何意义。 

五、拓展深化，强化训练（12 分钟） 

例 1 已知 ( , ) ( , )
D

F x y xy f x y dxdy= +  ，其中 D 为 xOy 平面上的有界闭区域，且 f(x,y)

在 D 上连续，求 F(x,y)在点(1,1)处的全微分。 

【分析】 ( , )
D

f x y dxdy 表示与 x,y 无关的常数，因此其微分为 0. 

( , )
D

f x y d = 曲顶柱体的体积；

( , ) ( )
D

f x y d = − 曲顶柱体的体积

( , )
D

f x y d 表示各小曲顶柱体体积的代数和。
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例 2 利用定义求二重积分  2 2 2 2 2 2, ( , )
D

R x y d D x y x y R− − +  其中 : . 

【分析】由二重积分的几何意义知所求二重积分等于球心在原点，半径为 R 的上半

球的体积，所以 2 2 2 3 31 4 2

2 3 3
D

R x y d R R  − − =  =
 

设计意图： 

巩固和深化新知识，培养学生运用所学知识解决问题的能力。 

六、小结概念，总结方法（3 分钟） 

掌握以直代曲的解决问题的数学思想，掌握解决问题的三个步骤。 

【思考】试比较二重积分与定积分的定义，请找出它们的相同之处与不同之处。 

【课后作业】  课本 258 页 1, 3(3), 6. 

七、板书设计，条理清晰 

力求条理清楚，便于学生从整体上理解二重积分的概念与思想。 

1. 二重积分的概念： 
=

→
=

n

i

ii

D

ifdyxf
1

0
),(lim),( 


（特殊和式的极限）。  

2. 二重积分的几何意义。 

教学总结 

本节课讲授过程中通过设置问题，从简单熟悉的情形入手，激发学生学习二重积

分的兴趣，引导学生自动探索，逐步学习到曲顶柱体的解题思想，从而学习并理解二

重积分的概念。二重积分的概念属于概念的同化，即利用已学过的相关概念，通过知

识的迁移，由实例获得新概念的本质属性过程。 

本节内容讲到曲顶柱体的体积和平面薄片质量的计算也是二重积分的几何意义

和物理应用之一，对后面的学习也有很好的促进作用。 

 


